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Die . stoshastische Kontrolltheorie hat in den letzten 10 · 

Jahr.en ~tarke Impul_se bekommen~ Praktische Anwendungen 
. .. . . . 

sind bis jetzt_ allerdings sel teri, und in th:eoretischer 

. Hinsiciht besteht - . insbe~ondere ·in d~r detitschen Litera

tur - ein Mangel der zusamment"asseriden Darstell:ungen. · 

Der zweite Umstand rechtfertigt die Darstellung der Me

thoden in diesem Bericht. 

Im Kapitel 1 wird erst eine Einf'ührung in deterministische 

und deterministische adapt~ve Pr6bleme gegeben. Sie dient 

der Begründung der ·Notwendigkeit der stochas~ischen Methoden. 

Im Kapitei 2 wird die Filtertheorie behandelt, welche die 

Lösung einer wesentlichen Teilau~gabe der stochastischen 

Kontrolltheorie lie:fert. 
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1. Optimale adaptive Systeme 

1.1 Einfüh.rungsbeispiel 

In der praktischen Behandlung der meisten Systeme tre-ten Schwie

rigkeiten au:f', die · die ein:f'ache Anwendung der deterministischen 

Methoden verhindert. Zur Erläuterung betrachten wir ein B~ispiel 

eines Fl.ugkörpers beim Wiedereintre.ten in die Erdatmosphäre 

/LARSON 1968/ • 

. Mathematisches Model.l. 

.. --~v g 
x1 = - 2ß - *1 + k1 

Jv g • + k2 x2 = 2ß x2 

Jv g . 
X.3 = - XJ - g 2ß 

Nach Bil.d 1.1 

-

Erde 
I 

/ 
X1 / 

/ 
..... / ... ,,,.. --- -

Bil.d 1.1 

+ k 
3 

(1a) 

(1b) 

(1c) 

x
1

,x2 ,x
3 

= kartesische Koordinaten 

de_s. FJ.ugkÖrpers 

9 = Luftdichte 

ß = bal.l.istischer Parameter 

g = Erdbeschl.eunigung 
\ 

v·=~*~ + *~ + x~·-= lvl 
•c 

k 1 ,k2 ,kJ = Kontrol.l.komponJn~en 
(zu Kurskorrekturen) 

k; = g(E;) 9 _!!; = Stel.l.vektor 
l. 

Die Luftdichte g ist stark zeitveränderl.ich und . hängt von der 
,.. . . 

Hohe x
3 

ab .• , Der bal.l.istische Paramter ß, auch Funktion von x
3 

und von der Gescbwindigk_ei t V, ist unbekannt. Die Erdbeschl.eu:;.1.i

·. gung sei konstant und bekannt. 
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Das .mathematische Modell · (1) ist deswegen 'mit Unsich~rhei t ver..; ·· i 

bunden. Die Pa~am~ter _s> , ß si:id '1n~kannt, und Schätzwerte ·_?, ~ I 
sollen ermittelt werden. Diese Schätzwerte können aber'von den 

echten stark _abweichen. Außerdem :sind mehrere andere Fakt_oren in 

der -Aufstellung von Gl.,(1) vernachlässigt worden. Die Ungenauig-

·keit des Modells wird meistens mit der Hinzugabe · 1'."on Termen wi 

. dargestellt, die Systemstörungen genannt werden. Die Ein:fÜhrung 

ei~es Zustandes~ :fÜhrt Gl.(1) zu einem System ::-von Dif:ferentiai

. gleichung 1. Ordnung: 

. • X = x1 = X4 
• x2 X5 
• 
XJ x6_ 
• -0,5 9--8. xl.i , ·. ß 
• . 1 .9~ 
X5 -q? ß 

.. .! 9-.:.& x6 - 2 ß 

oder kürzer 

• i (x, .as = .:!:!,, 

~/2 2 
• X + X5 4 
42 + 

· 2 • X 

2' 
+ x6 • xl.i 

=--~-~1 
4 X5 + X6 • X5 . 

~X~ -+ 2 2' 
X5 + x6 x6 

t) + '\\ . .-

+ w 

Die System-(E~ngangs) Störungen~ sollen später eine i~~ig-

( 2) ; 

1 

1 • . 

nete mathematische Beschreibung bekomm9n. Außerdem ist zu bemerken, 

·daß Gl.(J) stark nichtlinear ist. 

Beobachtungssystem (Radargleich~gen): 

1 

' 

Der Flugkörper wird du::-ch eine Radaranlage am: Boden beobachte~,we~ . 

es nötig ist mit dem Zweck, . Kurskorrekturen durchzuführen. 
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Bild 1.~.2 

Nach Bild 1~-2 , ·· 1,,.3 gilt: 

xi = cos~ sin-r sin-S 

x2 -sin § sin-. cos~ 

X.3 0 ➔cos-r 

und 

' 
x1l 

= r si.na: 

x' r sin T 
2 

)' 1 
X 1 r [1-sin

2
a: - si.n ]1! 

3 

Bild 1.3 

COS't' sin ~] 

cos~ .cos t · 
SJ.ll't' 

~~ = 

l:l (5) 

Die be.obachteten Größen ~ erfüllen allgemein folgendes Glei

chungssystem: 

(6) 

i.n dem v die sogenannten Meß-(Ausgangs)störungen sind, weil 

jede Radarmessung. stark verrauscht sein kann. 

1.2 Allgemei.ne Aufgabenstellung 

Normalerweise sind di.e Aufgaben, die· man zu erfüllen hat, schwi.e

ri.gere Probleme mi.t mehreren Nebenbedingungen. Im Fall ei.nes 

Flugkörpers kann es si.ch um ei.n_ 1Rendezvous'-Manöver handeln, 

oder· der Flugkörper soll ei~e gewiss~ Lau_fbahn xd beim Wiederei.n

~reten i.n die Erda~mosphäre verfolgen. 
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Mit Hil:fe der klassischen Regelungstechnik geht man vor, indem 

:für eine allgemeine Klasse von FÜhrungsgrößen r(t~ eine Regl.er

struktur gewähl.t wird. Zur Einstellung der. Parameter des Reglers 

~I 
t l 

'.·· t! 
1 ·. l 
N 
~; 

.. ~ · 

dienen I o:f:f-line I Überlegungen mit Test:funktionen und ve;schiedene ~~ 
k 

Verfahren (Wurzelort, · Frequenzkennlinien, analytische Methoden) · 1,.: .. 

sind dafür geeignet. Prinzipiell weisen solche Methqden :folgende 
.' 

Vorteile au:f: 

1) Die FÜhrungsgröße r(t) braucht nicht bekannt zu sein. Der 

Regler ist . auf Kriteria, wie Überschwingung, Anstiegszeit, Sta-

•. bilitätsgüte eingestellt worden. 

2) Die Ungenauigkeit der Parameter ,-iirkt im ganzen wenig, . wenn 

genügend große Verstärkungen gewählt werden. 

J) Die Lösung ist sehr einfach und wirtschaftlich. 

Allerdings treten für unsere Aufgabe folgende Schwierigkeiten 

auf /MISHKIN 1961/: 

1) Die hohen Genauigkeitsforderuniren verden nicht <re,-rährleistet. 

Die Stellgrößm l! sind immer beschränkt. Die Zustandsgrößen dürfen 

gewisse Bereiche nicht verlassen. 

2) Meistens kennt man den Verlauf in einem Zeitintervall der Filh

rungsgröße r(t) oder entsprechende Zustände ~d (etwa die Zu

standsgröße eines anderen Flugkörpers, womit ein 'Rendezvous'

Manöver durchgeführt wird). Zweckmässig wäre es dann, diese 

Information voll auszunutzen. 

J) Man hat eine 'feinere' und vollständigere Beschreibung des 

Systems zur Verfügung (die Zustandsbeschreibung), als die Aus

gangs-Eingangs-Beschreibung. Man will auch möglicherweise Para= 

meterverläufe bestimmen und diese Information ver,-rnnden. 

Zunächst versuchte man, die Struktur des Reglers beizubehalten 

und die Einstellung der Parameter mit Hilfe der Optimierungsme

thoden durchzuführen. Es entstanden verschiedene Parameteropti

mierungsverfahren. 

Später wurde dann dazu übergegangen, den Regler völlig frei zu 

lassen und aus der Minimisierung einer Fehlerfunktion die 

Kontrol.lgrößen E,( t) zu·· finden. Es entstanden die allgemeinen 

! 
1 

. 1 
1 

1 
f 
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Optimierungsmethoden, die uns hier interessieren und eine Er~ 

fÜ11ung der . oben genannten Bedingungen erreichen. 

Die a11gemeine Op~imiertingsauf'gabe 1autet dann: 

Es sei e:ine Strecke mit deni Gl.eichungssystem 1.0rdnung 

• f'(x, ·.·t) ~ = ,!!, !!!, ;!!, --
b(x, t) x(t) = X 

:l. = v · 0 -0 -- _, 

in dem ,:S = ein nx1 Zustandsvektor·, :l. = ein mx1 Beobachtungs

vektor (üb1icherweise m ~ n),, . .!! = der rx1 Kontrol.l.vektor, 

_s = der l.x1 unbekannte l?lt~·~~;tervektor, ;!!, .!'.: ~ System- und . 

Meßstörungen (Rauschen).,~· = Ailf'angszustand sind. 

Vorgegeben -sei außerdem die gewünschte Trajektorie ~d(t) im 

Zeitinterva11 t
0 
~ t < T. Man rechne einen 'optimal.an Kontrol.1-

vcktor .!!o~t ( t) , 'optün,~.• in dem Sinne, · _daß die Feh.lerfunktion 
. T 

J(u, t) = .R
2

(xDT), ·~d(T),T) +1 R
1
(~(t),~d(t),t) dt (8) 

to 

ein Minimum erreicht. 

Die Kontro11grÖßen sol.l.en aber zuliissig sein, d.h. sie dürfen 

eine Menge lJt . von erl.aubten · Werten. nicht verlassen -+ u e1Jl •. . - .. 

Andererseits d:Urfen die' Nebenbedingungen xe~ nicht verletzt 

werden. 

In APPENDIX L„ 1wird eine kurze EinfÜhrung und Diskussion der zwei 

wichtigsten Optimierungsmethoden angegeben: für kontinuierliche . 

Systeme · das Maximumprinzip von. PONTRYAGIN, für diskrete Syst_emE! 

die Methode der dynamischen Programmierung von BELLMAN. 

1.3 Der Informationsf'l.uß· 

Das· wesent1iche ist in dieser Aufgabe der Optimierung, daC man 

·. die gesamte Information, die man zur Verfügung hat, benutzen 

will. In der klassischen Regelungstechnik hieß .es, trotz Mangel 

von Information· : · sol.1 möglichst eine gute Einstel.l.ung der 

~arameter des Regl.ers erreicht werden. 

il '' 
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Information hofft man jetzt, an verschiedenen Stellen zu. gewi1;men • . 

_Wir nennen folgende Beispiele: 

1) In der Fehlerfunktion (8) tritt der Vektor 2:_(t), Systemzu

standsvektor, auf. Allerding~ wird de~ Zustand nicht direkt ge

messen. Im Einführungsbeispiel muß man aus den beobachteten Radar

größen z(t) dann ~(t) gewinnen, ~der besser ~(t), Schätzwerte von 

· x ( t). Die SCHÄTZUNG des Zustandes ist dann ein wichtiger Schritt 

in der Optimierung. · 

2) Eirie ähn1iche Situation t:ritt i'ür ~d(t) auf. Angenommen ~d(t) 

erfülle ihrerseits eine Systemgleichung 

= 

= 

d 
.!! (_t) ' t) 

d + V 

d + w -

wie bei den Systemgleichungen (7) entsteht dann die_ Frage der Schät

zung xd(t) -~d(t). -Es ist wünschenswert, e:f.ne einheitliche Darstel-- - •.- ' .. 

lung mit dem !.Punkt zu erreichen. 

3) Wir haben auch gesagt, daß gewisse Parameter .fil ~n der Strecke 
' ·auftreten können, die unbekannt sind. Eine Schätzung solcher Para-

meter, sogenannte IDENTIFIZIERUNG ist auch notwendig, weil m implizit 

in die Gleichungen (7) eingeht. 

Die Aufgabe unterscheidet sich zunächst · von der Zustandsschätzung 

(Estimation), weil für diese bekannten Gleichungen in ,as (Gl.7a) ge

geben werden. Der Verlauf von m ist allerdings in keiner Weise be-
- . -

stimmt. In vielen Fällen wird man· aber überm etwas mehr kennen. so -- . 
daß eine Differentialgleichung aufgestellt wird. Wir · kommen zur 

Illustration zum Einführungsbeispiel zurück: 

Aus der Erfahrung /LARSON -1968/ geht hervor, daß im Fall des FJ.ug-
- 9 

körper_s eine Gleichung für den Parameter x - - gilt: 7 - ß 

d 
dt 

.9 
ß = - k 

• .9 
X • -3 ß 

In Gleichung (10) wird jetzt Unsicherheit über den Parameter k 

herrschen, den man normalerweise als konstant annimmt. Auf' diese 

Art wird für die Beschreibung der Größe f /ß mehr Aufwand geleistet, · 
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wodurch auch eine Verfeinerung der Systemstruktur entst·eht. 

Mit x
7 

= f /ß al.s· neue Zustandsgröße gilt dann: 

• . · + g(u) + ~ = x1 = X4 w 

• 
x2 X5 
. 
XJ x6 

x7x4g,/x: . 2' . -0,5 2 
X4 + X5 + x6 

. -0,5 Ä5X7~~: 
2 2' 

X5 + X5 + x6 

x 6x 7g./ x~ 
2 

J . -0,5 . 2 
x6 + X5 + x6 

• ::- k x 6x 7 X7 

(11) 

Im . übrigen werden wir in der Zukunft immer als Zuatand des Systems,' 

einen solchen erweiterten Zustand meinen, ;i.n dE:m alle Größen ent~ 

halten sind, die ein System von Differentialgleichungen wie bisher 

erfüllen. Die Güte dieses Modells ~~rd von Systemstörungen.:!! dar~ 

gestelJ.t. 

Andererseits treten Parameter lS, atlf) . die wir ausschließlich :in!!! 

zusammenfassen und als zeitkonstante Größe aufgefaßt. werden. Oft 
. ' /\ 
ist eine zusätzliche Korrektur von 1s. -.!s. notwendig, und ·man spricht 

dann speziell. von einer _Identifizierung des Parameters. Diese feine 

,Unterscheidung von Identifizierung und Schätzung b:·il'\?;t später Vor

teile ' für die Darstellung. 

4) Man muß noch von einer zusätzlichen Quell.e von Unsicherheit 

sprechen. In einem System von Differentialgleichungen ist die 

Angabe des Anfangszustandes x(t) = x wichtig. Auch hier wollen 
- 0 -o 

wir annehmen, daß x nicht genau bekannt ist. -o 

1.4 Lösurigsweg 

Wir wol.len eine Lösung der Aufgabe andeuten, die zwei Stufen ent

hält: die deterministische und die stochastische Phase /L.MEI~R . 

1968/. 
1.4.1 Deterministische Phase 

Alle auftretenden Größen werden als deterministisch angenommen. 

Hierfür ersetzt man die Störungen ,!!, y sowie den Parametervektor !!!. 



- 8 -

durch Mittelwerte _!!, v und !!!.• Der Anfangszustn ,. d sei bekannt/ :',:-;,:. 

oder durch x ersetzt. Meistens wählt man hierf'Ür ~ = ~ = O. 
•O 

Man kann dann aus den bekannten Optimierungsmethoden die Fehler-

funktion (8) zum Hinimwn führen und eine optimale deterministische 

Lösung ~(o)(t), die offene Strategie, · oder eine ~(o)(~,t), die' 

geschlossene Str'ategie (Kontrollgesetz), entwickel:ri. 

Der nächste Schritt ·wird jetzt darin liegen, den Einf'luß 

sicherheit auf diese Strategien zu beurteilen. Hierfür benutzt . 

man die Emp:findlichkeitsbegriffe. Vielleicht ist dieser Bcii-ifi 

zum ersten Hal von /BODE 19 4 5/ eingeführt worden, im Zusar.,1~w r{iia:11.g 

mit dem Einfluß auf Systemausgang von Parameterveränderungen ~ri 

den klassischen Rcgclstreck8n ■ Später · gewa1in diese lfothod8 auch 

Boden in der Optimieru~1g /DOl--ü\.':CG 1963/. Die Empfindlichkeit üor 

Fehlerfunktion auf Parumeterveränct'erungen bei offenen und ge

schlossenen opti:::ialcn Systemen, ist dann systematisch mit Hilfe 

der lfo.mil ton-Jacobi-Gleichung von /PAGUREK 1965/ behandelt worden. 

Die Verallgemeinerung dieser Arbeiten auf nichtlineare Systeme 

ist von /1.vITSENHAUSEN 1965/ vorgenommen worden: Interessant ist . 

zum Beispiel die .i?eststellung, dafa die Parameterempf'indlichl.:ei t 

der Fehlerfunktion fi'ir geschlossene Strategien nicht besser ist 
als für offene. Eine Diskussion von solchen Ergebnissen findet 

man in /SAGE 1968/ w1d /ATHANS 1969/, ·wo auch eine voll.ständige 

Literaturangabe vorhanden ist. 

Man nimmt eine TAYLOR-E11.t,.,iclclung um eine nominale · Strategie ··-~:..--

~(o) ( t) und untersucht dann den Einfluß von Anderungen wie . 6~, 

Am, A,!!, Ay auf J -. AJ. Angenommen z.B., daß die , Glieder auf Grw1d · 

der Störungen ]!, v großen Einfluß haben, wird man sich .überlege'11 

müssen, wie zusätzliche Korrekturen A}-! vorgenommen werden 

um die entsprechenden Störungseinwirkungen · auszugle·ichen. · 

Als Beispiele betrachten wir folgende Fälle: 

1) Die Zustände~ werden nicht direkt beobachtet oder ~icht 

gerne sstin. , In unserem EinfÜhrungsbeispiel stehen 

größen y_ zur Verfügung und stark verrauschte G. :,ßcn . können '. auf-; > . 

. treten. Als eine Verbesserung der determinist :che11''. 6:i';~~ii~i/ ··<~·;·:'' · 
•. .,, •:,, , . · , . • ,,: ·• ' • • ,., 1·, 



- 9 -

Strategie ~(o) ( t) ermi·t.tel t man eine zusätzliche Korrektur 

( 1,1.i) 

und· bestimmt laufend die angenäherten Werte Ai(t) an den ge

messenen Größen. Also 

= 

2) Ist ein':) große Empfindlichkeit der Fehlerfunktion bezüglich 

!!!, so kann man wiederum laufende Werte~ identifizieren. Ein 

zusätzlicher Term Ay2 ~rd hinzugefügt. 

(16) 

in der ist: 
" = .!!! - !!!,(t) 

Dieser Term gibt dem System einen in der Literatur sogenannten 

ADAPTIVEN Charakter. Es ist.wieder etwas feinfÜhlig, dieselbe 

Bezeichnung bei der Besti.mmung von ~ nicht einzufÜhren. Die 

Bezeichnung ADAPTIV ist im Zusammenhang mit der klassischen 

Reglersynthese eingeführt worden: Um das Problem des Einflusses 

von großen Parameterveränderungen auf da·s Systemverhalten zu 

vermindern (weil nicht immer aus Stabilitätsgründen große Ver

stärkungen gewählt werden können, oder dann eine große Band

breite gegenüber verrauschte Störungen entstehen kann), hat 

man eine zusätzliche Korrektur der Reglerparameter vorgenommen, 

indem. in gewissen Zeitabständen die Eigenschaften der Strecke 

IDENTIFIZIERT wurden. Diese Einstellung oder ADAPTION des 

Reglers motiviert die neue Bezeichnung· adaptive Systeme. Kenn-, 

zeichnend hierfür war die notwendige EinfÜhrung einer Erkennungs

methode. Mit der Entwickiung der optimalen Systeme und der Zu

standsbeschreibung, kann man Zustandsgrößen nicht mehr eindeutig 

von Parametern trennen. Wie wir dies an einer anderen·Stelle 
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sagten, wollen wir als · Pa-rameter !!! diejenigen Größen betrachten, 

die zeitkonstant sind und notfalls- eine neue Korrektur brauchen. 

Alle anderen, worüber eine Information in Form einer Differential

gleichung vorliegt, werden im erweiterten Zustand eingegliedert. 

Zusammenfassend kann gesagt werden: Die deterministische Phase. 

ist dadurch geke~zeichnet, daß .die auftretenden Störunge_n keiner 

statistischen. Beschreibung unterliegen. In reinem dete't'ministschen 

Fall besteht auch kein Unterschied zwischen offenen und geschlos

senen Strategien. Empfindlichlceitsbetrachtungen lcönnen die Notwen

digkeit der Einfübrung von geschlossenen Korrekturgliedern (14) 

. und (15) aufweisen, die dem System einen ADAPTIVEN Charakter ver

leihen. 

Die bis jetzt durchgefübrt.e ., Diskussion liefert eine Blockschaltung, 

Bild 1.4 

~ ~ 
' r , . 

strecke 15. Beobachter )'_( t) - ~ - -
it =1( ~g„m„'tf„t} ,X=h(K,Y.i) . . ' 

+ 
- Nominale 

y(O)(t) 

: 

Ayft) 
Optimierungs- Ax ldentifizfo- Ay(t) -0=~ --

block Llm · rungsbt ocl< ·+ Li!d(t) 

Nominale 
u(<tJ(t) 

.~ild 1.4 
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Wenn die Störungen vernachlässigt werden, hat sich in diesem 

Zusammenhang eine. Id~n(idi:fizier\lllgsmethode durchgesetzt, die 

große Anwendun~ in solchenala~tiven. Systemen fand: Die Methode 

der kleinsten Quadrate. Sie wurde schon von GAUSS ausfilhrlich 

behandelt und g~-rann in den · letzten Jahren mit der Zustandsbe

schreibung eine für die Anwendung an Digitalrechnern geeignete 

Fortn. In APPENDIX 1., 2wird eine Zusammenstellung . der wichtigsten . 

Ergebnisse angegeben. 

1~4.2 Zwei weitere Beispiele von adaptiven Kontrollsystemen 

A) • Eine Methode für diskre:te Systeme 

Wir zitieren /MENDES 1968/, wobei eine sub-optimale Methode zur 

Behandlung von solchen Systemen entwickelt wurde. Dabei verwendeten 
·wir die dynamische Programmierung und wählten eine Differenzen-

gleichung zwischen Eingangs- und Ausgangsgröße, um die Dimensions

schwierigkeiten des Zustandes zu umgehen. Die Ausgangsgröße y 

wurde durch eine gefilterte y ersetzt • . Die Filterungsgleich.ungen 

-werden sehr einfach gewählt.- Die unbekannten Parameter~ der 

Strecke sind mit der Methode der kleinsten Quadrate ständig iden

tifiziert. 

Ta =Abtastintervall 

Bild 1:..5 
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to r 

ldentifizierungsintervall 0ptimierun9smtervdl/ 

Bild 1.6 

Der Schwierigkeitsgrad der Aufgabe filhrte zu der Anwend1:1ng von 

Digitalrechnern, wödi:wch eine diskrete Beschreibung des Systems 

gewählt wurde. In B:i.ld 1 .•. 5 ist der ersten Überlegung Ausdruck ge

geben: Man optimiert im Intervall (t , T} und mit der Evolution 
0 

des Prozesses, gewinnt man mehr Informatiön, und das sogenannte 

Identifizierungsintervall vergrBssert sich. Gleichzeitig verrin

gert sich das Optimier~ngsintervall ( tk, T). In einer zweiten · 

Situation (Bild 1.6) verwendet man die Gedanken der Gleitung. F~ 

die Optimierung zeigt sich bei den meisten Systemen, daß ein klei

nes Intervall T t . ausreichend ist, so daß man annähernd in jedem op 
Schritt tk nur dieses Intervall, in einem Gleitungsprozeß, zu · 

betrachte~. braucht. Die Länge des Intervalls Topt hängt haupt

sächlich von den dynamischen Eigenschaften der Strecke und Füh

rungsgröße ab. Für die Identifizierung ist eine Renovierung der 

Information notwendig, . wenn auch zeitveränderliche Systeme be

handelt werden sollen. 

Die Methode führt zu leichten Untersuchungen von linearen und 

nichtlinearen Systemen und ihrer Annäherung mit Hilfe von Mode11Bn 

niedrigerer Ordnung. Es wird auch in /MENDES 1969/ eine Verall

gemeinerung . für Mehrfachsysteme vorgenommen. Aufwand der Program

mierung ist hier wesentlich reduzierter im Vergleich mit anderen 

Methoden. 



- 13 -

B). Eine sub-optimale adapt{ve Methode (kontinuierlich) 

In · APPENDIXt~1ist eine Diskussion d~s Maximurnprinzips von . . . 

PONTRYAGIN vorgenommen. Für die Lösung des Zweipunktrandwertprb-

blems (nicht-lineare Differentialgleichung) werden einige numeri

sche Methoden angegeben. Nun kann man auch die Identifizierung, 

in der Form der kleinsten Quadrate, auf die Minimisierung einer 

Fehlerfunktion führen: 

Jd t (m,t) 
1 en • - = 

' t 
M?i,nf 

- t. 
. 0 

mit den Nebenbedingungen: 

. . x 

:i.. 

= 

= 

!. (~, .!!!, 
h(x, t) 

t) + w 

+ V -
Weil zwei Störungstypen.!! und~ vorhanden sind, müssen die zwei 

Terme in (17) betrachtet werden. Das ist wiederum eine Optimie

rungsaufgabe, die mit Hilfe d13s Maximumprinzips gelöst wird. Eine 

numerische Lösung wird z.B. mit Hilfe der Quasilinearisierungs

methode /DETCHMEND~ 1966/ oder Invariante Einbettung /SAGE. 1968/ 

erreicht~ 

Andere adaptive Methoden sind von vielen anderen Autoren angegeben 

wdrden tcASSIR u. GRAUPE 1968/. 
,• 

Schlußbemerkungen: 

Die deterministische Beschreibung eines Systems ist in manchen 

Situationen ausreichend. Eine ADAPTIVE Erweiterung·.der Methoden., ' 

d.h.,die Einführung ein~r Identifizierung der unbekaru:iten Parameter· 

oder Störungen, kann eine Verbesserung des Kontrollgesetzes er

reichen. Es ist dabei kennzeichend, daß die Kontrollgrößen eine 

doppelte Funk:tifilmn erfüllen·: Zunächst die der O~timierung selbst 

und außerdem ein Gewinn von Information . über unbekannte Größen. 

Man "spricht deswegen sehr oft von DUALEN Kontrollmethoden, _als 

speziellen Fall der adaptiven. Es gibt viele andere adaptive Me

thoden, die zusätzliche Signale für die Erkennung der Systemeigenl.iw 
. . x · 

-Schaften gebrauchen. FELDBAUM.sprach . zum ersten Mal von dies'em 
i 

dualen Charakter in einem Zusammenh,ng, der in Kap.J dieser Ar-

beit besser .erklärt wird. 



Allerdings weisen alle diese Me.thoden eine starke Empfindlichkeit : 

so daß eine andere Beschrei-
bung gewählt werdeii muß, wenn man ___ ~i-A~-.,Ye1:pe_§§_~::t::ung ß~,s lf.Q!!.'!c,::.Q;I.1-

schemas erreichen. will. 

1.4.3 Die stochastische Phase 

Wegen der genannten Gründe wird man in einer weiteren Stufe die 

verschiedenen · Größen stochastisch beschreiben, die mit Unsicher

heit verbunden sind. 

Größen wie x
0 

und!!! werden .wir als Zufallsvariablen erklären. 

Andererseits treten ~(t), y_(t) und ~(t) die als Zufallsprozesse 

zu . behandeln sind. Das heißt es ist dann notwendig, die _entspre

chenden Wahrscheinlichkeitsdichten anzugeben oder zu rechnen. 
1·, ' 

. Die Aufgabe ist kompliziert, weil jetzt auch die Fehlerfunktion (8) , 

eine · ZufallsvariaQle wird_. Eine vernünftige Lösung ist die Minimi

sierung des Erwartungswe:,:-tes von J(u,t) 

= du (18) -
bezüglich der auftretenden Zufallsg:1;ößen. Dafür macht sich die 

Bestimmung der Dichten notwendig, die 'in der Erwartungswertbildung 

(18) auftreten. 

Es wird Ziel der _nüchsten beiden Kapitel die Erläuterung der 

stochastischen Aspekte sein. Zunächst wird man sich in Kap.2 mit 

der stochastischen Beschreibung v.on diskreten und kontinuierlichen 

Problemen und mit der Informationsverarbeitung beschäftigen. 

Im Kap.3 wird ein Versuch unternommen, um _eine geschlossene voll

ständige Lösung des stochastischen Kontrollproulems zu erreichen. 

Verschiedene sub-optimale Stufen können auch _jetzt untersucht 

werden. Es ist wieder von !?all zu Fall ~u beurteilen, etwa mit 

Hilfe der Empfindlichkeitsmethode, ob inan mit einer von· diesen · 

Stufen aus.kommt, so daß sich ein größerer Aufwand erübrigt. Als 

Beispiel nennen wir folgende Möglichkeiten:_ 
/ 
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1) Man , wähle wieder zunächst eine nominale Strategl~ 

jenige, die :für ~ie deterministische Konfiguration:: ermittelt 

wn die eine Reih~nentwicklu:n.g vorgenommen wird. Man ergänze si_e. 
mit .<i;eschlossenen Gliedern t..:!:!_, die . die Geschätzten ( jetzt im 

. s_tatistischen Nethoden) t.~, t.~ enthalten, 
- - ·r 

2) Weiterhin getrennt versuche· man ·jetzt, in der 

eine vollständigere ~eschreibung .von t.~, und t.~ einzuführen, 

Momente höherer Ordnung berücksichtigt uerden, 

J) Man f'inde eine globale, optimale Lösung für die Kontrollstrat~gie, 

Dieser Vorgang ist in /MEIER 1968/ geschildert. Es ·wird eine Me- :: 

thode für di.e Punkte 1 und 2 entwickelt und verschiedene Beispiel_e 

angegeben. D.\.e allge1:1eine Aufgabe ist schwierig, und man hat bis · 

jetzt keine _ :i:'..u:friedeustellende Lösung gefunden. Die HaUptanstrengun-· 

gen konzentrieren sich hier des,.regen auch mit der Ent,~ickl.ung von< 

numerischen Methoden. 
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APPENDIX 1.1' 0ptimierungf:imethoden · 

A). Die Methode der dynamischen Programmierung 

Die Methode der dynam.ischen Programmierung erweist sich für dis

krete Systeme als sehr .geeignet. Es sei 

xk+1 = 

xk € .'.t.lC 

~(0) 

i<~, ~' ic> (19) 

·mit und ~t l.Jl..K , . und ein Anfangszustand. 

= x. Gegeben sei außer4em die Fehler--o 
funktion · 

N 
J(x) 

-o = 
~o 

R.[x.+ 1 u., iJ 
1 -i ' -i 

Die Aufgabe · lau~et: Man bestimme die Kontrollfolge (Strate.gie) 

u...., •die die Fehler:funktion (20) .z. um Minimum . :f.ührt~ u O ' .'!!1 ' • • . • -.N 

Allgemeine Lösung: 

Die Lösung folgt aus der Anwendung des. 0ptimalitätsprinzips 

/BELLMAN 1957/. Zuerst fÜhrt man die Teilfehlerfunktionen .ein: 

mit xk = 

Durch Spaltung von °(21) in zwei Summanden 

= 

wird das 1.Glied gar nicht von ~+1 , ••• ,uN abhängen, so daß 

= Min {R[.x ,1., u. ,k] 
K --u+ -K 

uk 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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und nach Einsetzen von (21) in (2J) und Verwendung der 

bekommt man schließlich 

J (~, k) = ~in { Rk[f (;e_, uk,k), '\:, k] + J [f (x, ult, ld ',k+l] 1 
-k 

Diese Gleichung wird jetzt rekursiv rückwärts gelöst 

mit cler Hinimisieruag von 

J(~,N) 

Für allgemeine, nichtlineare Probleme gibt es für die Lösung 

keine analytische geschlossene Ausdrücke,so daß man eine Aufstel

lung von Tabellen der Fehlerfunktionen J(x, k) in Abhängigkeit 

von x bruucht. In jedem Schritt sir.d zwei solche Funktionen zu 

speichen1, so daß für n > 2 (Ordnung des Zustandes) die Speicher;

möglichkeite11 der modernen Rechenanlagen erschöpft werden. Das 

ist die soge1;annte Di1:1ensionsbarriere /BELL}.IAN 1957, 1961/. 

Numerische Methoden zur Lösung: 

Eine geschlossene analytische Lösung existiert für lineare 

Systeme und quadratische Fehlerfunktionen /KALMAN 1958/. Man 

entwickelt dann Rekursionsgleichungen von Matrizen (entsprechend 

der H.ica"tti-Differentialgleichung) und es ergibt sich eine große 

Ersparnis in Zeit und Speicher. Dadurch macht die Ordnung des. 

Systems hier keine Schwierigkeiten. 

In anderen Aufgaben wird eine Annäherung der Fehlerfunktion 

durch ein Pol~-i'1om niedriger Ordnung, so daß m.1:_r die Koeffizienten 

dieses Polynoms. gespeichert werden müssen /BELLMAN 1957,,1961/. 
/LARSON 1967/ entwickelt die sogenannte Zustandinkrementsmethode. 

Die diskreten Systeme werden normalerweise aus den Kontinuier~ 

liehen gewonnen. Diese Tatsache wird 

tisierung der Zustandsgrößen (Gitter 

konsequent für .die Diskre

Ax.) und der Zeit (Gitter At) 
1 . . ,' ::;. . •·· 

benutzt. Die Zeit d t, in der ein diskreter Wert des Kontrollvek:;;;, '< ·\ 

tors _!! einwirkt, ist jetzt veränderlich und so gewählt, daß JE/cie}\\[, 
"'·~'"-,.zustandsvariable x. von x. (t) --. x. (t+&'t) nicht mehr als Ax. t 

1 1 1 1 . 
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überschreiten kann, und außerdem soll gelten - dt i At (gewählter 

Gitterabstand). Das heißt 

(26) 

Hieraus er.gibt sich, daß die Fehlerfunktion nur für einige 

Punkte des ilHtters von'.~~ g~speichert werden muß. Eine konsequente 

Teilung _des ganze~ Zus'taridas awnes in Blöcke ergibt eine große 

Verkürzung des Speicherplatzes und Rechenzeit. _Die Methode ermög

licht die Anwendung der dynamischen Programmierung auf Systeme 

von Ordnung J und 4 /LARSON 1967/. 

Bestimmung der gesamten Trajektorie: 

Meistens ist in der Anwendung der Optimier~ng auf Kontrollsysteme 

eine Bestimmung der gesamten optimalen Trajektorie, aus einem 

Anfangszustand, notwendig (Simulation des Systemsverhaltens in : . 

T t). Man kann hierfür z.B. eine nominale Trajektorie annehmen, op 
und die Simulation a1.1f, Gebiete in der Umgebung dieser Trajektorie 

beschränken /KECKLER 1967/. Damit wird wieder eine große Erspar

nis von Speicherplatz erreicht. Verschiedene ander~ Methoden 

·! 

. l 

sind in /LARSON 1967 / angegeben. · i 

Sind die Parameter der Strecke quasi-stationär und ist das 

Optimierungsintervall genügend groß, so daß man annähernd von 

einer stationären Lösung sprechen kann, werden noch folgende Lö-
· \ 

sungen angegeben: a) Erstens benutzt man eine Näherungsmethode ·: · 

im Funktionsraum. Man gibt . :für J (x, k) eine Anfangsnäherung . 

J(o)(~, k) und korrigie~t diese rekursiv mit Hilfe von Gl.(24:), 1b 

b) Zweitens benutzt man oft eine Näherungsmethode im Kontrollraum, 
. d .. h t . N""h ( 0 ) ( ) b . d . D. A in er zunac s eine a erung uk ~ angege en wir • iese n-: 

fangsstrategie wird wieder mit Hilfe von Gl.(24) korrigiert, 

und wenn ~~o)(x) in einem Bereich liegt, kann Konvergenz erreicht 

werden /BELLMAN 1957, 1961/. 
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B). Das Maximwnprinzip 10n PONTRYAGIN. 

Die Verallgemeinerung durch PONTRYAGIN der klassischen Varia

tionsrechnung für Kontrollsysteme mit Nebenbedingunge.n führte 

·zu der Methode des Maximumprinzips. Sie war ursprünglich für 

kontinuierliche Probleme gedacht, wurde aber auch für diskrete 

Systeme erweitert, mit dem Nachteil jedoch, daß nur lokale not

we:rdi.ge Optimalitätsbedingungen angegeben werden können. (Im 

Gegensatz zur dynamischen Programmierung). 

Es sei wieder ein System 

x ( t ) = .f. (~ ( t ) , .!!. ( t ) , t ) 

mit den Nebenbedingungen ,!!_( t) E 1Jt für alle t (zulässige Kontroll
! 

größen), und ~(t)E J:: . Es sei: die Fehlerfunktionale 

J (.!!,' t) = lT R[~( t), ,!!_Ct), t] dt (28) . 
t 

0 . 

und der Anfangszustand x(t) = X . 
0 -0 

Man bestimme wieder einen zulässigen Kontrollvektor u(t), der 

die·Fehlerfunktionale (28) zum Minimum führt. Die Anwendung des 

Maximumprinzips führt das Problem auf' die Lösung voll: einem ~icbt~ 

linearen Zweipunktrandwertsdifferentia-1-gleichungssystems (Ordnung· 

2 n) zurück /ATHANS 1964/. Allgemein ist die Auswertung dieses 

Pr9blems nicht möglich, und nur für sehr einfache Aufgaben gibt 

·. 1 

es eine geschlossene Lösung. Es haben sich aber einige wirksam:e • 

Methoden entwickelt, . die numerische Lösungen errechnen: Itera ti. ve 

Methoden wie die Gradi.entenmethode /PAIEWONSKY 1964./ ,. Gradienten

methoden im Funktionsraum /BRYSON 1965/ /KELLEY 1960/. Dann ent- · 

wickelten /KALABA, BELLMAN 1965/ die Quasilinearisierungsmethode. 

(NEWTON-RAPHSON) al~ Erweiterung der Newtonregel für Funktionalen. 

Dieselben Autoren entwickelten auch die Methode der Invarianten 

Einbettung. 

Solche Verfahren finden heute eine zunehmende Rolle in der 

Optimierung, weil man mehr und mehr große . D_igi talanlagen zur 
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Verfügung·hat. Di~ Bücher /HO 1969/ "ll.lld /SAGE 1968/ geben schon 

. eine gute B~eite· von' Anwendungen an. E::i.ne aktuelle Übersicht 

Über Optimierung m::.t einer vollstänäigen Litei:-aturangabe findet 

man in /AT~NS 1969/. 

APPENDIX ·.1 .'2 Identif'izi~J!:ungsmethode . der kleinsten . Quadratö • . 

DieSe Methode, schon: vori GÄus·s einge:fÜhrt unq ve;rwendet, hat. in 

den letzten Jahren ein . ·großes Anwendungsbereich in der Theorie 

der adaptiven Systeme gef'unden. Die Normal'Gleichungen von GAUSS 

/LINNIK 196.1/ /DEUTSCH 1964 / haben ~i t der Matrixrechnung eine · 

geei.gnete Darstellung bekommen~ Die Entwicklung der Zustandsbe-

. schreibung hat S:i.e auf' eine neue Form gebracht. 

Fall -1. Statis~her Fall: 

.Es sei ein Glefchungssystem 

= H X + V (29) . . · 

wobei v Fehler der Messung von x_ sind. Wie lautet die 'beste' 

'Schätzung von X. 

Als Fehler:funktion. wählt man: .. 

d.h. die quadra:tiscben ·A·bweichungen werden mit Faktoren gewich

tet. Etwa bei Komponenten yi wo man weiß, daß der Meß::'ehl~r· vi · 

kleiner ist, hat man mehr Vertrauen zu der entsprechenden Ab- . 

weichung und wählt größere Gewichte. 

Jetzt ist die not.wendig~ Bedingung, daß (JO) ein Minimum wird: 

= .!! ~) = o. 
. T \ . 

· H V H x T 
= H V x_ 

= (31) 
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.Falls keine Information über die Amplituden des Fehlers vor

liegt, kann man V = E wählen: 

(32) 

Bedingung für diese Lösung ist, daß HT V Heine nichtsinguläre 

Matrix ist. Für die 'ill-condi tioned '· Probleme (Singularität 

vorhanden), ist jedoch die Anwendung der Ps~udo-Inverse von 

/PENROSE 1955/ notwendig. 

Fall 2: Mehrstufi?e Meßprozesse (statisch): 

Es werden jetzt verschiedene Vektoren yk gemessen: 

= (33) 

und eine Folge von Werten y , ••• ,y1 , ••• ,yN beobachtet. Man . n1öchte 
0 J.~ 

eine Korrektur von Schritt zu Schritt durchfÜhren, immer dann 

wenn neue Meßwerte eintreten. 

Jetzt lautet die quadratische Fehlerfunktion 

J Cx ,'NJ 

und für die Lösung gilt /AOKI 1968/: 

,\ 

X -k+1 = 

für k = 0,1, ••• ,N, in der jetzt 

·P 
-k+1 

rekursiv ber.echnet wird, angefangen mit 

p 
-o = [H 'f 

-o 

(34) 

(35) 

(.36) 

(.37) 



22 -

Die . Gleichungen (35) haben die Form eines geschlossenen Filters,. 

in dem die Verstärkung Pk+l H!+i V:k+l · des .Rückwärtsz"'.eiges ver,;:. 

änder~ich ist und mit Hilfe von Gl.(36) berechnet wird. 

Oft ist die Anwendung von folgender Matrixgleichung vorteilhaft. 

MATRIX-INVERSIONS LEMMA: 

= (38) 

Die Anwendung von Gleichung (38") auf Gleichung (36)'•ergibt sofort 

p-1 
-:-k+l 

(39). 

In Gleichung (.3g) ist· die . Inversion ·von einer nxn Matrix notwen

dig, in Gleichung (36) jedoch von einer mxm. Falls m < n wird 

Gleichung (3 .6) vorteilhafter sein. Falls nur eine Beobachtungs..: 
i 

größe m = 1 gibt, wird dann der Ausdruck in Klammern eine skalare' 

Größe sein. 

Fall J: Linear dynamisches System ohne. Eihgangsstörungen (.:!_= o) 

Es_ gilt jetzt: 

= 

Eine Abänderung der Gleichungen (35), (36) führt sofort zu . 

" 1k ~k 
T . . 

1k ;k] X = + p ~+1 Vk+1[~k+1 - H -k+l · -k+1 -k+1 

p-1 (_tk pk 1!>-l 
T V 

~+1 = + · ~ -k+l - +-1 -k+1 

Hier hat sich eine Verbesserung ·eingestellt, weil aus (4Oa) 
I\ 

vermutet wird, daß die Zustandsschätzung xk+l _zur Zeit tk+l 

(qi). ' 

(42) 
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ein Wert _!k ~k einnimmt. Der Fehler dieser Vorhersage wird mit 

dem zweiten Term in (41) kompensie~t. 

Fall 4: F~ll 3 mit Eingangsstörungen ( ~ + o) 

Man hat jetzt zwei Unsicherhei tsquellen .:!! und ~, deswegen werden ·.· 

zwei Termen in der Fehlerfunktion betrachtet: 

(4J) ' 

Wenn die Amplituden des Fehlers annähernd bekannt sind, so kann 

man wieder die 'sichersten' Glieder gegenüber den 'unsichersten_' 

(mit größeren Amplituden des Fehlers behaftet) stärker ge-

wichten. Für ein System mit Eingangsgrößen ~s: , <las das Glei

chungssystem erfüllt: 

(44) 

= 

ergibt sich die Lösung: 

/\ 
X 
-k+1 1 

/\ T -
= x + G u. . + P H V [ v .. -H ( it. ~ +G u. ) ] 

k -k -li:: -i..: -k+1 -k+1-k+1 ..r..;_;_-.:+1 -k+1 ~k-k -k -1c 

= ( \v-1 it. p th T) -1 
-k + ~k -k ~k + HT V H 

-1.:+ 1 -k+ 1 -k+ 1 

Die Unsicherheit des Filters vergr6ßert sich mit dem Glied w
1 

.• 
. -c 

Wir werden im nächsten Kapitel die stochastische Darstellung 

dieser Methode entwickeln, und den sogenannten 'optimalen' 

gewinnen. 

Die Methode der kleinsten Quadrate bleibt immer eine gültige 

Alternative, · wenn die stochastischen Eigcns~~ctftc11 der Stürungen 

nicht bekannt sind. Anstrengungen werden neuPrdings in Richturig 

der nicht-linearen Identi:fizierunli ~eistet /HA.RTLEY 1961/. 
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. , 

· Oft ist die direkte Anwendwig von Gradientenmethoden leichter 

als die Methode, die wir spi:i,ter betrachten w·erden. /GIESE 1964/, 
/A.ALBERT 1967/. 
Eine Z~sammenstellung von Identifizierungsmethoden finden wir 

außerdem in./LEWIS 1965/. 
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2. Das Filterungsproblem 

2.1 Die "itoehastische B(;!schreibung von dynamischen Systemen. 

A) Diskrete Prozesse 

Ein diskretes System sei von Systemgleichung (1) 

beschrieben. In der Optimierung eines solchen Prozesses werden uns 

eine Folge von Vektoren · 

(2) 

interessieren, die dann als Zufallvektoren mit der Verbundswahr

. scheinlichkei tsdichte (V. W. D.) 

(3) 

be\trachtet werden. Die Angabe von (2) ist ausreichend, um die Folge 

stoahastisch voll zu beschreiben. 

Die MARKOV-Eigenschaft: 

Die Bestimmung der V.W.D.(J) wird wesentlich erleichtert, wenn die 

Zufallsfolge (2),die hier aufgefÜhrten Eigenschaften besitzt: 

X ) 
-o = 

; 

d.h., wenn Kenntnis über xk (exakter Wert von xk, oder über d:J) e j 
W .D. p (xk)) vorliegt, dann ist xk+l stochastisch vollständig bekannt.· 

Es gibt eine starke Ähnlichkeit mit der Zustandseigenschaft eines 

deterministischen Systems: hier, auch unabhängig von der Vergangen- . 

heit, ist die Feststellung von ~(O) unter Kenntnis der Eingangsgröße 

hinreiche~d für die Bestimmung von ~(t) bei t > t • 
0 

1 
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Aus (4) erfolgt sofort für (JJ: 

Die bedingten W.D. p.(~+
1
/xk) nennt man auch Transitionsdichten, 

die eine ähnliche Ro·lle wie. die Transi tionsmatrix spielen • . 

Sind die Transitionsdichten alle 

spricht man von weißen Zufallsfolgen, und wenn 

von weißen stationären Z.ufallsfolgen. 

Beispiel: 

= p(x) 
-0 

wenn eine weiße :MARKOV' folge ist, ist X -k 
folge, weil 

GAUSS-MARKOV -Zufallsfolgen: 

(8) 

auch eine MARKOV' 

Wenn außer den Markov'schen Eigenschaft die entsprechenden Dichten 

GAUSS verteilt sind, spricht man von GAUSS-MARKOV' Folgen. In diesem 

Fall reicht für die vollständige Beschreibung der Dichte p (xk) die · , 

Angabe der Momenten 

xk = Cf x1J 

fk = C { [xk ~ xk] [xk - xkJTJ 
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Man kann leicht zeigen, daß eine Gauss-Markov FoYge 

Zustand eines linearen dynamischen Svstems (8) dargestellt wer-- > 
. . . 

den kann. wenn die Störungen w1~ (weiße Folge) und der Anfangs-

zustand x Gauss' verteilt sind. 

Wenn 

0 

8 { wk ~ 

b l [wk -

dann zeigt sich, daß 

= Wk • t5 ki 

P (x /x. ) 
-k+1 -K 

= 
-n/2 

(211:) 
-1/2 

l!ic+1/k 1 

-1 
• exp • J -O · 5 [xl 1· - xl 1/1 ]T • x_ 1/k[xl 1- xl 1/1 ] L -c+ -c+ c =.!.c+ · -~+ -c+ c 

mit 

= = tf, X +G. 
~k -1;: -k 

der bcd:i.ngte En-rartungswert und 

X 
-k+1/k 

die bedingte Kovarianzraatrix sind. 

E { xk+1) = X ' - ik xk + G -k+1 -1,c 

~+1 1 X k -k 1! + G W -k -k. 
GT 
-k 

wk 

(10) -

(12) 

(14) 

Dieses Beispiel soll zur Einübung dei Bezeichnungen dienen. Man 

merke sich die wesentlichen Unterschiede zwischen 

normalen Momenten. 

, 1 

·. i 
1 
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B.) Kontinuierliche Systeme• 

Wir wollen uns hauptsächlich _mit diskreten Systemen beschäf

tigen, aber wir geben ~inweise auf ähnliche Ergebnisse bei kon-

·tinuierlichen, ohne uns in diese Thematik vertiefen zu wollen. 

Die Darstellung von lrnntinuierlichen stochastischen . Systeme·µ. ver

langt ?ie Anwendung der 'J,'heorie der Zufallsprozesse /DOOB 195J/. 
Eine genaue Übertragung dieser Theorie auf Kontrollsysteme findet 

man in /BUCY 1968/. 
Zufallsprozesse ~ind eine Familie fxi(~} : t -€ ~} von Zufallsva-

. riablen xt die in e.iner Meng~ . ~ :indiziert ~erde:n, ( t ist ein kon- '_ 

tinuierlicher Parameter). Eine vollständige Beschreibung des 

Prozesses verlangt, daß inan alle möglichen V.W.D • . 

(15) 

kennt. Für ein MARKOV 1 Prozeß ist es etwas einfacher, weil nur 

dann die Dichten 

p(x(t), x(~)) = p(x(t)/x(~)) p(x(~)) 

· .für alle t, ~ im ( t ; T) angegeben werden müssen. Bei dem soge-
. 0 . . 

nannten weißen Rauschen wird dann p(:v:(t)/x(·-d) = p(x(t)) für 

alle t,~ e (t , T). Dieser Prozeß existiert in Wirklichkeit nicht: 
0 . . 

nur annähernd wird man sagen können, daß x(t) unabhängig ist 

von x(~) und zwar wenn t >>~ist. Wenn die"Zeitkonstantendes 

Systems groß sind gegenüber t - ~, lcann man immer annähernd so 

ein Prozeß einfÜhren. 

Wie vorher zeigt man hier auch 2 daß ein GAUSS-MARKOV Zufallsprozeß 

durch den Zustand eines korit_inuierlichen .linearen dynamischen 

Systems ·ctargestellt werden kann: 

(17) 

in der w( t) (GAUSS) . weißes Rauschen und x -----------------'-'-----"------------------0 GAUSS' verteilt sind. 



Hier ta'.ueht die Schwierigkeit der Darstellung von w(t) auf. Weil . 

man .von einem weißen Rauschen spricht (d.h. annähernd 

p(x(t)/x(~) ~ . p(x(t)) fübrt man eine Kovarianzmatrix 

. (18) . 

die als Grenzprozeß einer exponentiellen Korrelationsfanktion 

mit der .Spitze .!!t und Abfallzeit T, betrachtet wird: 

lE 
W(t) = 2 T }!t·. 

* W(t) = 
(19) 

W(t) 

Das heißt, die Korrelationszeit wird unendlich klein und die 

Kovarianz gleichzeitig unendlich groß gewählt. Die FOURIER

Transformierte von (18) ist einfach_!!, wenn W(t) - W konstant 

ist. Deswegen spricht ma~ vom weißen Rauschen. 

Umgekehrt stellt man oft die. Frage der Annäherung eines Gauss

Markov' schen Zufallsprozesses durch eine Zufallsfolge, weil die 

Aufgaben meistens durch numerische Integration · am Digi talre·chner 

gelöst werden. Wenn 

x ( t ) ' ~ xk , k = 0 , 1 , ••• , N 
t-t = kut 

(20) 

0 

dann wird (17) z.B. durch 

(21) 

dargestellt und damit ~1.(21) mit 

übereinstimmt, muß gelten: 



!. 

·-J ~·; 

g_k = [E + ~(t) At]I -~, . 
t-t = kt.t o · (22) 

Gk = ,!!( t) lltf 
t-t = kt.t 

0 

und_!!(t) stückweise konstant 

= für kt.t <. t-t
0 

< (k+i)t.t. (23) 

Die .Kovarianz Wk der Zufallsfolge 

chung erfüll~n: 

W( t) I 
t-t =kt.t 

0 

= 

wl -c wird jetzt folgende Glei-

Mit Hilfe von diesen Überlegungen kann man le~cht von ~rgebnissen 

im kontinuierlichen Fall auf diskrete . Systeme ·schließen. 

Eine Darstellung von komplizierten nicht-linearen Prozessen ver

langt allerdings die Einführung der· sogenannten Zufallsprozesse 

· fui t unabh.il"i1.gi gen Inkrementen (z.B. Wiener Prozeß, Poisson-Prozeß). 

Man gewinnt d~nn folgende Darstellung: 

= 

wobei i(t) ein solcher Prozeß ist. Der Schwierigkeitsgrad steigt 

hiermit enorm. Für Einzelheiten sehe /HO 1969/,/WOHHAM 1.96:;/ 9 

/KUSHNER 1967 /. Von jetzt ab werden w:ir uns f'ast nur noch r:li t 

diskreten Prozessen beschäftigen. 
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2.2 Allgemeines Filterungsproblem 

Es.sei das System 11-ter Ordnung 

(25) 

wk und vk · 

Dichten 

seien Zufallsfolgen mit den vorgegebenen ( 1:a pr?-ori? 1 

(26) 

und x sei ein Zufallsvektor mit der W.D. p(x) ~o -o 

Wk tVk~1 
' 

Uk ,Xk+I 
.. 

- System - Beobachtor 
}!,_ Ir·~~; -· - ··- c-"Ä-•; - -;.."" 

Bild 2.1 

Im System von Bild 2.1 werden fortlaufend die G.röße ui, y_i borech~ 

net bzw. gemessen und gespeichert. Man bildet . ö.ie Mntr.iz,e:.,. ; 

u. = [u. , u. 
1

, •• ·.,u.] -i-.j -i -i+ . -J 
(27) 

X.i-.j = [x_. ' ~+1' ••• ,.Y..j J J.. 

Zur Zeit tk verfügt man als Systeminformation über die }-Iat~·:i_zen 
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Um die Zufallsfolge 

{
X -o' X } -N 

stochastisch vollständig zu beschreiben, muß man die V.W.D. 

p(zs_
0

, zs.
1

, ..• , xN) berechnen können. Zu jedem Zeitpunkt tk wird 

man die Dichte 

auswerten. In den Problemen, die wir behandeln werden, sind 

die Kontrollgrößen 

u 
-k-1 = (29) 

als Kontrollgesetze angegeben, so daß in (28), ohne Beschränkung 

der Allgemeinheit auch 

(30) 

geschrieben werden kann. 

Jetzt wird mit Hilfe der BAYES 'Gleichung /LEE 19611/ ein Reku.r~ 

sionsschema entwickelt. Wie es in APPENDIX 2.1 bewiesen wird, 

gilt: 

= 
j p (.2E,k/.Y.o-+k) • p (zs_k+l/zs.k) • p (yk+l/zs.k+ 1) dzs_k 

j [Zähler] dxk+ l 
(31) 

In dieser Gleichung wird p(xk+l/.Y.o-+k+l) aus der vorhergehenden 

Dichte p (x. /y _ ) berechnet. Dazu sind noch :fol_g:ende Dichten 
-k O-+k -

notwendig 

= aus (25a) mit Hilfe von p(w~) berechenbar; ·-~--
= aus (25b) mit Hilfe -~on p(~) 

-.1.t 

n~s heißt', m.::i.:;::;_ :.:<Ann rel-:ur~..i..v die 'a posteriori' Dichte 

p(x / ) 
-k + 1 .Y.o-+k-r-1 

..: .. ~,.1- ....... __ _...,., ___ ,.,1 die Rekurslun mit den Dichten 

t . 



p (x
0
1~~) an:fängt. Es gilt hier 

P (~o) P (~/1:)\ · . 
.. ·J [Zähierl'.•dx · ,: · 

·. . . .. " .. --:0 . 

• p(~o/~) . = 
. . . 

(32) 

i.:Iierbei ist auch p(~) _vorgegeben und p(x
0
/x

0
) aus (25b) mit 

Hil.fe_ yon p( v 
0

) bekannt. · .. . 

Aus GJ..(31) wird man Bestimmwigsgleichungeri:für die Momente der 

Dichten entwickeln. Allgemein heißt es, daß wir mit -e·incr unend

lichen Anzahl. von Momenten zu. tun haben. Wenn wir /L.MEIER 1965/ 
dies_e Momente in einem Vektor '.(f),k+l zusammenbringen, lautet dan:1 

die Au:fgabe der _Filterwig: 

. 
~k+1 = Fk(1Pk, Xk+1) . { 3.3) 

1Pk entspricht dem Begriff vom Zustand eines dynamischen Sy3~:mns ,. 

Leider nur in sel. tenen Fällen, wie· etwa . bei GAUSS' Fol.gen~ -wird 

dieser Zustand endlich sein. Dann beschränkt sich 1Pk auf die ::'.-1o

mente 1. und 2.0rdnung: 

6 l xk+1/ ~..J.~+1J = xk+1/k+1 ' (J4a) 

t{(xk+1 - xk+1/k+1 )(xk+1- xk+1/k+1) TJ ·-
Außer diesem Fil terungsproblem hat man o:ft mit zwei ande:r.e;::. .?rn.~~cn. 

1 . 

zu tun. Man möchte 

(35) 

. auswerten, ·~enn 

1) k > i+1 , das heißt, einige Schritte im voraus. eine J.ussago 

über das mögliche Verhalten von p(xk 
1
/x . 

1
) machen: Das ist 

- + 0--+::L+ 

das sogenannte Prädiktionsproblem (Extrapol.ation)/LEE 1964/ ~-
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2) k < i+l, ·das heißt, aus der zusätzlichen In:forma tion von 

nach:folgenden Beob~chtungenm k~rrektere p (xk/v . 
1 

.) aus,-ierte'n; 
- •o-:-,ti+ 

Das ist das bekannte Glättungsproblem (Interp$.lation). 

Bemerkung (Kontinuierliche Systeme): 

Für den Fall der kontinuierlichen Systeme ist· eine Lösung· der 

Filterungsau·:rgabe wesentlich komplizierter. Man hat hierbei . mit 

. der Bestimmung der Evolution d _er Dichten p (~, t/x_ ( t ~) zu tun. 

Es z°eigt sich /BUCY 1968/, daß diese Dichten im allgeme.inen Fail 

partielle Di:fferent'ialgleichungen erfüllen, die sognn. Vorwärts 

KOLMORGOROJl'. Gleichung oder FOKKER-PLANCK Gleic.hungen .. · Eine einfachr; 

Entwicklung dieser Gleichungen ist z.B. in /L.MEIER et.al.1966/ 

angegeb~n. Im speziellen Fall der .linearen Systeme karin man noch . . 
eine einfache Lösung finden und die Fokker-Planck Gleichungen 

umgehen. Sie sind allerdings der· Ausgangspunkt bei der nicp.tlinea

ren Filterung •. 
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2. 3 Inf'ormationstheor:i.e ~ Entropie 

Wenn man de..s ~roblem'der I~:formatio:o.sverarbeitung behandelt, 

kommt man autom~ti.sch auf den Begriff der Entropie. Wenn.~ ein 

n-di_men.oionaler Vektor mit · der Oichte p (~) ist, so ~efiniert 

man die Entropie von .~ als 

H = - J p(x) log p(x) dx 

Wenn _.p(?i} GAUSS' verteilt ist, mi.t x und X als Momente dann 

wird H: 

··.. -· 

Es gib·{ also eine direkte Verbindung' zwischen Entrop~.e und der : 
!.j 

Kov_arianzmat:tix, und in der kl~ssi:schen: lrif'orm~tionstheorie 

H als : Maß der Unsicherheit über die Größe -x verwend~t. --:" : . . 

Fi.ir den Inf'o~llla ti'onszus tand' ?Plc: gilt . dann 

Wird 

Das wichtigste hierbei ist, daß, wenn zwei -Vektoren statistisch 

unabhängig sind, dann die En:tropie der beiden gleich der Summe 

der beiden ·einzelnen Entropien ist. Di~s ist . besonders in der . 

:Kommunika ti.onstheo_rie von großer Bedeutun~. Für Kontrollsysteme . 

ist dieser Begriff allerdings weniger brauchbar: z.B. hat man 

of-t mit der Summe von Zufallsgrößen zu tun, deren Entropie im 

,allgemeinen schwer zu berechnen ist. 

Solche Überlegungen kann man etwasausf'Ührlicher in /L.MEIER .· 

et~al.1966/ finden. Für eine ~ktuelle Diskussion andere; Ge

sich+.spu.nkte der In:tormatiorisbegri:f'f'e in der Theorie der Kon

trollsysteme siehe /PETROV et.al.1969/. 



39 

2.4 Anwendung auf' lineare GAUSS-MARKOV Folgen 

Der KALMAN-BUCY'Filter 

Es sei jetzt ein .lineares System .N~ter Ordnung. · 

= 

= Hk Xk· + y~ - - -.1.c 

wobei ,!.k .!!k §.k. de ·terministische bekannte Mat::::-:i2,en :Sind~ 

wk seien weiße GAUSS-Folgen, d.h. wenn 

0 0 

(im .allgemeinen ist die~ nicht notwendig) gilt, 

E l~k 
T} vk G:i . . V. = -i . . - _· ci 

Cf ~k .!(} = Wk ()ki 

E{vk wr} = .0 

i ,;· 
f'\lr alle i,k Werte., 

(36) 

und 

(38) 

(39a) 

(J9b) 

(40) 

· 1Diese Bedingung· der Unkorrelierthei t der beiden Arten von Stö

rungen • wird auch spä~er aufgehoben. 

Außerdem ·sei 

d.h. normal (iauss) verteilt mit den Momenten x, -o 

Ähnlich gilt f'ür die Störungen 

.... 
A 

--·-;. 
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In APPENDIX 2.2 wird die Ableitung vollständig durchgefÜhrt, 

die für di~ Bestimmung der Dichten 

notwendi·g ist. 

Das Ergebnis lautet: 

Die Dichte _p(~+1/y_~-k+t) wird mit Hilfe von Gl.(J1) rekursiv 

aus der Dichte p(x /v ) berechnet. Diese sind GAUSS'verteilt -k •o-k 
mit der W.D. 

P (~+ / .I.o➔k+ 1) = con• t • exp • {-o' 5 (~+ 1 -~k+ 1 ) T ~! 1 ("k+1 -~+ 1 ) } , 

in der 

= 

= 2fi~+1/k+1 

= G l xk+1/~o-k+1} <44 ) : 

:= C {<xk+1-xk+1) (xk+1 -xk+1) T /y_o-k+1) J ( 45 ) . 

Die 1.Moaente oder Schätzungen und die Kovarianzen werden rekursiv 

mit Hilfe - von folgenden Gleichungen berechnet: 

(46) 

K -k+1 = 

= 

• 

Das sind die berühmten Gleichungen des KALMAN'BUCY Filters, von< 

/KALMAN-BUCY 1960/ angegeben.(Bild 2.2) 

. Sic •bedeu-f:en eine weS:Bntliche Erweiterung der WIENER'K0LM0G0R0V 

Theorie. Dort beschränkt man sich auf die Bestimmung eines linearen 

Filters ·für stationäre Systeme und es wird die Impulsantwort des 

optimalen Filters berechnet, wodurch Stabilitätsuntersuchungen 

schwierig sind. Mit der Zustandsbeschreibung werden diese Schwie

rigkeiten umgangen und zusätzlich wird eine Trennung der sto

chastischen Störungseinwirkungen von den eigentlichen dynemi.sc.b.er, 

Eigenschaften der Strecke bewirkt. /KALMAN 1968/, /TREES 1.9 69/ 

und /SAGE 1968/. 
, . .-.. : f . 



- "t.!1 ... 

Diskussion der Fil_terungsgleichungen (46)-(48): 

1. Wie auch in Bild 2.2 ldar ersichtlich wird, enthält Gl. (46) 

zwei verschiedene Terme. Der erste, vor der Klammer,ist nichts 

a·nderes als die Vorhersage des Schätzwertes l+i ,aus ~k mit 

Hilfe der Systemgleichung (36). Der 2.Term korrigiert.diese 
. . 

Vorhersage mit der Abweichung von dem gerade beobachteten Vek-. 

tor zk+i. Gleichung ( 1.i:6) weist d~e Fo:1-"m von einem ges·chlossenen 

Filter auf, in dem .ein Modell der Strecke_ .nachgebildet ·wird. Die 

Verstärkun~ des Filters·. Kk ist praktisch der I Quotient' . de:' 

Varianz des Zustandes und der Varianz der Meßstörunge11. Sind die 

Meßstörungen klein, d.h. kleine Kovarianzen, so kann der Filter 

dem Meßwert •vertrauen' und 'öffnet' mehr für die·Korrekturen. . . 

Anderersf3its bedeuten kleinere Werte'der Kovarianz des Zustandes, 

daß·die Schätzwerte schon sehr genau bekannt sind, so daß der 

Filter sich für neue hinzukommende Information 'schließt'. 

1 

1 

1 

1 

L_ 

- - -·-

1 
1 

SYSTEM _j 
---

r,=;==================~~ 

Kk+I 

l!::::::=~ H k+I 1-C=="'===f lid===Totzeittrt:===.1 

L_ FILTER 
-------

Bild 2·. 2 

7 
1. 

1 

t „ 

t. 
_j 

l1,+1 
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2.) Die ·Kovarianzen werd~n mit Hilfe von Gleichung ' (48) rekursiv 

aus den An~angswerten p(~
0
), p(,Y.

0
) berechnet. 

P <.~o) P <~o/~o) 
j [ZähJ;:e~] dx 

0 

Es gilt für t = t 
. 0 

Hieraus 'werden ~o und :'~6- bestim~}t (APPENDIX 2. 2). In diesen .,Re

kursionsgleichungen treten :w-eEler v. noch u . Werte auf. Das heißt, 
. • '"'-J. -i 

die Kovarianzwerte können 'off-line', vor Beginn des Prozesses, 

berechnet und ·untersucht werden. Dasselbe gilt für die Verstär

kung des Filters. x_. und u. gehen allein in die Rekursion der 
l. -i . . 

Gleichung (46) für die Schätzwerte ein, die dann 'on-line' durch~ 

zufÜhren sind. 

Dieses zunächst etwas erstaunliche Er$ebnis, wird durch - die An

nahmen der Aufgaben festgelegt: 

Erstens ist das System linear und ma.11 kennt genau die Parameter 

!k, ~, ~ - der Strecke, zweitens werden die stoc1:l4_stisc'hen Eigen

schaften der Störungen vollständig' angegeben. Unter diesen Be-

. dingungen schafft der · o,p-f::im~le Filter ein~ Trt:.11:nyn,:@ der Ein

gangs- und Ausg.!\n,gsstörungen vom dynamischen Verhalten des 

Systems. Dies -S'a:chverhaiten werden wir später im Zusammenhang 

mit der .. J.Jngenatl\i!:g1rll'.ei t der Parameter und Dichten von wk, vk noch 

weiter diskutieren. 

3.) Der Vergleich mit den kleinsten Quadraten (Gl.(1.41) ist 

interessant, inso·,iei t man feststellen 'kann, ,:laß durc_h Ersetzen 
-1 -1 ) ( von Vk+l - Vk+l , Wk - Wk+i und Pk. - ~ die Gl.(46, 47) ent-

stehen. Der Kalman-Filter heißt dann 'optimal' bezüglich der

jenigen der klein,sten Quadrate, weil . aus den gesamten Meßdaten 

die maximale Infor·mation herausgeholt wird. 

4.) Der KALMAN-BUCY Filter ist hier mit Hilfe der BAYES'Gleichung 

entwickelt worden. Weil alle Dichten Gauss' verteilt sind, folgt 

sofort, daß die Schätzwerte xk lineare Kombinationen der Beob

achtili.ngsgrößen sind (Gl.(46)). Wir sprechen deswegen von einem 

linearen Filter. Diese Abiei tung ist zum ersten Mal i _n ; einer 

Arbeit von /LßE und HO 1964/ erschienen. 
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· Ande.re :Methoden :führen auch zu dense.lben Gleiphungen: 

. a) Mit H:i:-lfe der'Maximum-Likelihood.' Methode /SAGE 1968/, nimmt 

man als Likelihoodsf'unktion die Dichte p(~/~._.k); ·.·., 

b) Mit der orthogonal.e~ Prcijektion~methode in . einem llILBERT· ·Ra,um 

(die ursprüngliche Darstellung von /KALMAN. 1960/); 

. c) Mit der Methode der 'Kleinsten Quadrate', das .heißt, durch ' 

Minimiziertµtg ,der Fehlerfunktion 
,, , .. · '.,( · ' ~ 

q 

(50) ' 

In diesem Zusammenhang kann · man auch den GAUSS-MARKOV· Theorem . 
i . . . ----~ • • . , 

beweisen und zeigen, daß . die Schät.zungen (46) ._. (47) BIAS'Frei · 

(APPENDIX 2.2) /LEWIS urid ODELL un·d minimaler Varianz haben. 

1965/; 

'd) Mit Hilfe der Informationstheorie. 

Wir haben hier bis jetzt nur von Filter~g gesprochen. In der 

Literatur hat man auch Lösurtgen für das Gl.ättungs- und Prä-

diktionsproblem entwickelt /LEE 1964/, /MEDITCH 1969/. ,;, · 



2. 5 Filterung bei kontill'1ierlichen Systemen 

Die Ergebnisse, die man vorher für diskrete Systeme bekommen 

hat, können durch . den Grenzprozeß At - 0 für kontinuierliche 

verallgemeinert werden. Dabei ist t.t = tk+i- tk, und die Glei

chung 

geht Über in 

Wenn man beide Seiten mit t.t dividiert, 

X { t
1 

+At ) - X ( t
1 

) 
C - C 

= 
1 

+- w( t
1 

) 
- C 

und wenn At - 0 entsteht schließlich: 

. 
~(t) = A(t) ~ . + B(t) _!!{t) + ~(t) 

x(t) = C(t) ~(t) + ~(t) 

Durch Einführung von 

Jf( t) = lim At w 
' tit--0 -k 

(51) 

V(t) = lim . At Vk 
At--0 

lauten die Filterungsgleichungen /HO 1969/: 

= 

X = 

(52) 

Gl.(52a) ist eine RICCATI Differentialgleichung und ihre Lösung 

muß zunächst diskutiert werden /BUCY 1969/. 
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2.6 Korrelierte Rauschfolgen 

A) Eingangs- und Meßstörungen sind korreliert 

In diesem Fall ist z.B •. für 

die Kreuzkovarianzmatrix 

Man kann auch hier die Kalman-Filterungsgleichungen leicht ent

wickein. Sie werden etwas umständlicher für die Programmierung. 

/AOKI 1967/ ■ 

B) Eingangs- oder Meßstörungen sind farbig 

Eine Rauschfolge kann realistischer dargestellt werden, indem 
- -- . . 

man sie als Ausgang .e &nes linearen Systems betrachtet, dessen _ 

Eingang eine 'Weiße' Folge ist. z,-iangsläufig werden vom System 

bestimI11te Frequenzbereiche gefiltert. Die weiße Eingangsfolge 

wird ' farbig ' • 

Z.B. 1filr die Eingangsstörungen sei: 

. il w · = w + 
~1c+ 1 k -k (53) 

in der lk eine weiße Rauschfolge ist-. 

Für den Zustand des Systems gilt weiterhin: 

(54) 

Nach der Methode der Zustandserweiterung /KALMAN 1960/ werden 

die Gleichungen (53) und (54) in einem System zusammengefaßt mit 
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=· r X. k+1] ----
. w: 

. -k+1 

Die Meßgleichungen sind dann: 

= = 

= (56) 

Diese Methode funktioniert hier noch gut, weißt jedoch den Nach

teil auf, daß der Filter von größerer Ordnung sein muß. 

Wenn die Ausgangs-(Meß)J Störungen farbig· sind: 

V . 
-k+1 = tha + ~ 

.%k vk +k 

dann führt wieder die Zustandserweiterungsmethode zu 

= 

yk+1 = 

das heißt 

·'JI< 1: * ~ 11: " X = ~.k + ~~ + Tk tik -'k:+1 
~ ,1-

Y1c = Hk ~k 
'· . (-58) '. 

Bier sind die . Messungen 'ohne' Störungen; d.h. in den entspre

chenden Filterungsgleichungen muß v: - Q eingesetzt werden. 
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Außerdem wird die Rekursionsgleichung für !i( unt,er Umständen 

mit großen Ungenauigkeitsfehlern behaftet sein. Rundungsfehler 

im Digitalrechner können hier zu unerträglichen Ergebnissen 

führen. Diese Frage ist im allgemeinen wichtig: Durch die Run

dung kann die Filterverstärkung I\c stark vom optimalen Wert 

abweichen. Eine Diskussion von diesen Problemen kann man z.B. 

in /CLAUS 1963/ und /BUCY 1969/ finden. Außerdem geben /BELLAN

TONI und DODGE 1967/ Methoden um das 'numerische' Rauschen, das 

durch Rundung entsteht, zu bekämpfen. 

Aus diesen Gründen hat sich in den letzten Jahren eine andere 

Methode entwickelt. /BRYSON und I-IENRINSON 1968/. 

Man führt eine Größe 

(59) 

ein. Wie in /HO und ßRYSON 1969/ abgeleitet wird, entsteht eine 

Neßgleichung in s_, (statt in y_1 ) mit einer Me.ßrauschfolge, die 
.1.( ;,: 

mit der Eingangsfolge w. korreliert ist. Dieser Fall ist in A) 
-i 

genannt worden. Der Filter hat die Vorteile, daß die Ordnung 

bei n bleibt und die Rechnung der Verstärkungen und Varianzen 

keine Schwieriglrni ten mehr bereitet. Aus der Gleichung ( 59) 
sieht rnan außerdem, daß die Schätzung des Zustandes einen Schritt 

voraus geht, d.h. in Wirklichkeit hat man hier mit einem Ein

schritt-Glättuni:;surozeß zu tun. 

Für kontinuierliche Systeme muß man immer diese Methode be

nutzen, weil in Gleichung (52b) die Inverse von V immer vorhan

den ist. Eine Erweiterung des Zustandes kommt deswegen nicht 

in Frage /BRYSON und JOHANSEN 1965/. Die Hethotle wird in /BRYSON 

und MEHRA 1968/ allgemein dargestellt. 

r 
i 
f 

1 
1 
1 
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2.7 Nicht-lineare Filtern.!!ß_ 

Das allgemeine Filterungsproblem Gl.(J1) :fand :für lineare 

Systeme eine einfache Lösung Gl.(46) - (48). Allerdings sind 

:fast alle Probleme, die i~ der Praxis behandelt werden müssen, 

stark nicht-linear,so daß eine allgemeine Lösung von ~1.(31) 

:i,1otwendig wäre. Dies ist jedoch eine · sehr komplizierte· Au:fgabe, 

die auch ~ur angenähert gelöst werden kann. 

A) Auswertung von Momenten der Dichten p(,2:Sk/_x
0

_.k) 

Im Prinzip sind alle Momente notwendig, um eine genaue Bestimmung 

der 1 a posteriori' Dichte zu erreichen. Man ho:f:ft allerdings, daß 

man mit einer kleineren Anzahl auskommt. Sind .die ursprünglichen 

Dichten p(wk) und p(vk) Gauss' verteilt, so werden die 'a poste

riori' Dichten allerdings einen allgemeinen Verlauf (Bild 2.J) 

aufweisen. Das J.Moment, Maß für 

die Schie:fe, muß dann auf jeden 

Fall berechnet werden. 

In /SORENSON und STUBBERUD 1968/ 

ist eine Methode angegeben, die 

versucht, eine solche allgemeine 

Betrachtung zu umgehen. In dem 

----+-___ _._ _ _. _ _. _____ _.,Fa~l, daß die Nichtlinearitäten 

als' schwach'' angesehen werden 

können, wird man die 'a posteriori' 

Bild 2.J Dichten durch GAUSS'Dichten noch 

~nnähern können. Um die notwendigen Korrekturen zu bekommen, be
i 

trachteiu man 

,P_k ·~ 
T 

:t,,~~ xk+1 = + xk + W:k 

~ T N 
(60) 

,Xk = - ~k+~-k xk + vk 

d.h., es werden zu den Üblichen linearen Gleichungen quadratische 

Glieder einge:fÜhrt. Dann werden aus G1.(J1) direkt die zwei 

ersten Momente der Dichten berechnet. Die Gleichungen, die man 

dann bekommt, sind d9nen der Kalman-Filterung ihnlich. Allerdings 
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wird festgestellt, daß die Varianzen der Schätzwerte ~k nicht 

mehr von den Beobachtungr-m unabhängig sind. Die entsprechenden 

Matrizen des im Filter benutzte.n Systemmodells werden auch 

unter ~erücksichtigung von Gl.(6O) modifiziert. 

Untersuchungen zeigen jedoch, daß der .Einfluß von starken Nicht

linearitäten mindeste~s die ~uswer~ung der Schiefe verlangen • 

. In dieser Richtung ist bisher wenig :un-fel!'!sucht worden und es 

erscheint hier eine größere Anstrengung in der Zukunft notwendig. 

B) Das linearisierte Kalman-Bucy· Filter !.Ordnung. 

Die wesentlichen Vorteile, die di.:e Kalman-Fil terungsgleichungen 

besonders ·fü:- die Programmierung auf,-teisen, f'Ührten. viele Autoren 

dazu, sie auch annähernd ~ür nicht-lineare Systeme zu verwenden. 

Zum ersten Mal werden solche Versuche von /SCHMIDT et.al.1962/ 

in der Raumnavigation unternommen. Dann ist von /JOSEPH 1962/ 

eine andere Anwendung ausgearbeitet worden, die von /JOSEPH 1963/ 

in den Experimenten von Ranger VI und VII verwendet wurde. 

Es sei das System 

= (61) 
\ 

Man 1inearisiert das System mit Hilfe vöri einer Taylor-Entwicklung 

um eine nominale Lösung x(o)(t): 

(62) 

wobei 
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(, 
cf'. (x(o) ,k) l vx f {~(o)l l 1 (o) 1 --lc 

= ij J = = 
-k (o) ö k 

X. 
X =x J -k -k 

(63) 

V X .h 
(o) 

{ hi~)} 
i Ohi '.7~ 0 ) ,k) J H(o) -k = = X =X = -k -k -k 

clX. 
J 

(64) 

Die nominale Trajektorie soll die Systemgleichung (61) erfüllen, 

indem wk, vk = 0 gesetzt 1-;rerden. Dann kann man (Gl.62)) umschrei

ben in 

6.x ( o) (o) 1 (o) D. 
( 0) 

+ wk = X - X ~ xk -k+1 -k+1 -k+1 ~ k (65) 
D. ( 0) ( 0) ·r ( o) b.x ( o) + V .Y.1c = .Y.k - .Y.1c ~ !,;k -l~ -k ~ _,._ 

wenn die Glieder höherer Ordnung vernachlässigt werden. Für 

dieses lineare Sys~em 1in den Abweichungen des wahren Zustandes 

von einer nominalen Trajektorie, können wir jetzt die Filte

rungsgleichungen ( I1:6) - ( 48) venvenden. :Man spricht dann von 

einem linearisj_erten Kalman-Fil ter 1. Ordnung, oft auch von einem 

KALHAN-SCHNIDT'Filter. Viele Arbeiten sind inzwischen über die( 

Gültigkeit dieses Filters g e schrieben worden. Hauptschwierigkeiten 

für ihre Konvergenz bilden folgende Punkte: 

1.) Starke Rauschamplituden, besonders starke Abweichungen im 

Anfangszustand x, können den Filter zur Divergenz bringen. -o 

2. ) Starke Abweichungen von de;.~ nominalen Lösung silid auch kri-

tisch. 

Die nominale Trajektorie kann unter Umständen unbrauchbar sein. 

/.MOWEREY 1965/ gibt hierfür eine iterative K.orrektionsmethode. 

Nach der ersten Linearisierung um den Wert x
1
~ 

0
) bestimmt man 

. A(o) J t t . d . 2 1. · · A(o) ein x:k • e z wir · eJ_ne • ,J_nearJ_sierung um x
1 

vorgenommen 

d d ·t . S h""t A(l) D-:-c p un ami eine neue ca zung xk gewonnen. ieser rozeß kann 

beliebig wiederholt werden bis eine Konvergenz eintritt. Nach~ 

teilig ist allerdings die große Rechenzeit, die man braucht, 

1 

1 r 
l 
!' 
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weil die Filter in 'real-time' arbeiten sollen. 

/ATHANS et.al.1968/ benutzen nur 2 Schritte in so einer Iteration 

und stellen eine wesentliche Verbesserung gegenüber dem 1-Schritt

Filter fest. 

Eine andere Möglichkeit wird in /LARSON et.al.1967/ beschrieben; 

Die Systemgleichungen werden um die gesc~ätzten Werte ~kund 
" ' Prädiktionswerte ~k+l/k entwickelt. In Gleichung (62) wird dann 

- (o) - A (o) /\ " · 
~ durch~ und xk+l durch xk+l/k = .f.(xk,k) 1-Schritt-

prädiktionswert ersetzt. Eine ausführliche Behandlung dieser Me

thode mit einer Simulation des EinfÜhrungsbeispiels (Kap.1) 

wird dort durchgeführt. 

Hier hängen aber die Verstärkungsmatrizen des Filters von den 

geschätzten Werten ab, so daß die Rekursion der Gleichungen (47) -

und (48) nicht in einem Vorstadium durchgeführt werden kann. Im 

Falle der nominalen Trajektorie sind die Matrizen f~ 0 >, '!iico) 

von den Werten 2S(o)(t) abhängig und können im voraus berechnet _ 

werden. Diese Schwierigkeit versucht auch LARSON zu umgehen, 

indem verschiedene typische Experimente durchgeführt werden und 

dann für den echten Fall - vorberechnete Werte der Verstärkungen 

verwendet werden, die mit Hilfe der kleinsten Quadrate , aus 

dem vorhergehenden Simulierten berechnet werden. 

Wir sehen schon, daß diese Art von Methoden speziell :für jede 

Aufgabe entwickelt werden muß. 

C) Das linearisierte KALMAN-BUCY Filter 2.0rdnun.g 

Die Form, in der zuerst die Filtergleichungen in B) erweitert 

wurden, verlangt aber eine nähere Begründung. Zwar hat man ihre 

Gültigkeit oft i~ Anwendungen feststeli"eri.' "i~önnen, jedoch in 

vielen anderen Fällen Divergenz beobachtet. 

/BRYSONund FRASIER 1963/ versuchen zum, el:"sten Mal, die Filter

gleichungen aus einem Minimisierungsprozeß zu bekommen. Solange 

das System linear ist, sind verschiedene Typen von Schätzungen 

identisch. Z.B. in Bild 2.J werden dann die 'maximum-Likelihood

Schätzungen ~, mit der Minimum-Varianz-Schätzung~ (Minimum 
-m -V 

.. € {11 - "'x 112 
l ) · " fur 2S .l und mit der Minimum-Fehlerschätzung xf._ ._ .-
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(Min.Max lx - ~I oder Mediane) identisch. /LEE und HO 1965/. 

Das ist allerdings nicht mehr der Fall für nicht-lineare Systeme. 

/cox 196q,1965/ betrachtet dieselbe Aufgabe wie BRYSON und ver

sucht im Gegensatz zu ihm (dort war ein Zweipunktrandwertspro

blem zu lösen) eine Lösung mit Hilfe der dynamischen Program

mierung zu erhaiten. /FRIEDLAND und BERNSTEIN 1966/ korrigier

ten einige Ergebnisse dieser Arbeiten und fÜhrten Glieder 2.0rd

nung ein. Diese Idee findet in /ATHANS et.al.1968a/ eine aus

fÜhrliche Behandlung. 

Wenn es allgemein gilt: 

f(.2f_) ~ f(.2f_(o)) + i(o) (2f_-2f_(o)) + 0 , 5 )J.:;. ~i (2f....;2f.(o)).Tl1~0)(2f_-~(o)) 

(66) 

in der 

{ 
of. 

-} l. 
= 

ax . 
J x=x(o) 

o2f (o) 
M. 
-1. = { l. 

J (68) 
ax. ax. 

]. J (o) 
x=x 

T und e. der Einheitsvektor [O, 0 ,·~•, 1, 0 , .•. , O] ist. 
--:J. 

Die Ergebnisse liefern allgemein eine bessere Leistung des 

Filters 2.0rdnung im Bereiche, in dem die Nichtlinearitäten 

stärker werden. 

In /ATHANS/ et.al.1968b/ werden Vergleiche der beiden Filter 

durchgefÜhrt. In /NEAL 1968/ werden mehrere Methoden gegenüber

gestellt und _ interessante Ergebnisse angegeben. 

' ~ 
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Abschlußbemerkungen 

1) Eine nähere Untersuchung des linearisierten Filters verlangte 

die EinfÜhrung von Fehlerfunktionen, um auch Vergleiche durch

führen zu können. Für nicht-lineare Filterungsprobleme wird 

allerdings die Form und ·Qualität der Schätzungen stark von den 

gewählten Fehlerfunktionen ab~ängen. 

2) Bei linearen Systemen sind die Filterverst;J;rkungen von Ein

gangs- und gemessenen Ausgangsgrößen unabhä.ngig. Das ist hie~ 

nicht mehr der Fall. Wir hatten fast ausschließlich den Fall 

mit~= 0 ange~eben. Jedoch ist zu erwarten, daß die Beobacht

barkeit von nicht-linearen Systemen, stark von den Eingangsgrößen 

abhängen wird. Di,e Wahl dieser Eingangsgrößen hängt zusätzlich 

von der Lösung einer Optimierungsaufgabe ab, und wir werden 

im nächsten Kapitel feststelle_n, daß beide Operationen im all

gemeinen voneinander überha~lpt nicht getrennt werden dürfen. 

Wir sprechen wieder von einer dualen Wirkung der Eingangsgrößen. 
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2.8 Suboptimale Filterur..~ 

Eini.ge Beispiele von suboptimaler Filterung haben wir bereits 

im vorangegangenen Paragraphen, im Zusammenhang mit der nicht

linearen Filterung, angegeben. Hier wollen wir von anderen 

Fragen sprechen, in denen Näherungen noch ·eitne a::uiehmbare Ver

schlechterung der Funktionsfähigkeit des Filters verursachen. 

2.8.1 Filter niedriger Ordnung 

Der Rechenaufwand eines _Kalman'Filters steigt mit der Ordnung 

des Systemmodells. Es sind deswegen verschiedene Versuche un

ternommen worden, die hauptsächlich von Filtern mit Systemmo

dellen niedriger Ordnung als das System selbst ausgehen. 

A) Die Methode ·der . Zustandsteilung 

i 
Der Zustand ~ wi·rd in verschiedenen Unterzuständen ~ geteilt, 

die mi teinand~r s .tark gekoppelt sein können. Eine Schätzung des 

Systemzustandes. x:h: wird aus den vo_neinander getrennt geschätzten 

Teilzuständen 2:Si~ berechnet, weil der Rechenaufwand für mehrer~ 

Untersysteme klein0r ist als für das ursprüngliche System 

n-ter Ordnung. Diese Methode wurde zunächst von /JOSEPH 196j/ 

eingeführt und dann von /MEDITCH 1961.1-/ und /PENTECOST 1965/ 

weiter untersucht ·und verwendet. Eine einfache Darstellung der 

Methode findet man in /AOKI 1967/ und /BUCY 1969/. 
Der j-ter Teilzustand xi ist mit 2Sk durch folgende Gleichung 

verbunden: 

= für j = 1, ••• ,1 

Es gilt dann im optimalen Fall, 

l\j 
X -k = " X -k 

· (69) 

(70) 

Für die verschiedenen Teilzustände verwendet man die Kalman

Filterungsgleichungen: (Siehe APPENDIX 2.2 für einen ·zusammen

hang zwischen ~kund ~/k-1 ): 
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· (71) 

Die Zustandsschätzung setzt man aus den Teilzustandsschätzungen 

zusammen: 

= 

= 

und hieraus ergibt sich für den suboptimalen Fil t.er eine Ver

stärkung 

(73) 

Die Teilverstärkungen Kj werden ähnliche Gleichungen erfüllen -k 
wie Gleichung ('17). Man kann auch die Verschlechterung ._des 

Filters rechnen. 

B) Systemmodell niedriger Ordnung 

In /AOKI 1964/ wird eine Metr..ode :für die Optimierungsau:fgabe 

eingeführt, in der das ursprüngliche System von Ordnung n, 

in einem anderen niedrigerer Ordnung 1 durch eine lineare Trans

formation, überführt. wird. Die Optimierung ·wird dann in diesem 
. . . 

'konzentrierten' System durchge:fÜhrt (Agregationsmethode). 

Ähnliche Gedanken sind in /AOKI und HUDDLE 1967/ :für die Fil

terung zeitkonstanter Systeme verwendet. Die Methode ist nichts 

anderes als eine Erweiterung der Gedanken des'OBSERVERS' 

/LUENBERGER 1964/ für stochastische Probleme. 

Es seien wieder die Systemgleichungen (36)-(37). Man bildet 

ein anderes Untersystem 

z -k+1 = (74) 
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in dem zk ein (n-m) Vektor ist (n Ordnung des Zustandes 2S, 

m Ordnung von x). A, ,!! und f. seien zei tkonstant. 

Man versucht eine Schätzung x. aus 
-K 

= (75) 

zu gewinnen, so daß wieder die Kovarianzmatrix des Fehlers 

ß{Cxk - ~k) (~c - ~)T} ein Minimum erreicht. Da:für werden ver

schiedene Bedingungen :für die Matrizen A, B, f., ~ und !!.aufge

stellt. Darauf ist \ nachzuprü:fen, ob die erhaltenen Filterglei

chungen im Aufwand noch zu ertragen sind. In /AOKI 1967a/ wird 

dieser Vorgang mit Rechenbeispielen geschild~rt, Ein großer 

Nachteil ist allerdings hier, daß die behandelten Systeme sta

tionär sind. 

In manchen Systemen tritt . eine andere Situation au:f. In der 

Optimierung interessiert man sich hauptsächlich :für einige 

Zustandsgrößen ~i) (die dominanten Komponenten) und betrachtet 

die restlichen x. 2 ) als sekundär und Teil eines Untersystems. 
-K 

M . d h . t . S h···t /\ ( l) uk D · an w:i.r versuc en, m:i. einer ca zung ~ ausz ommen. :i.ese 

Idee entwickelten /HUDDLE und WISMER 1968/, indem das System 

in :folgender Weise geteilt wird: 

= 

mit 
x(1) !~1) X ( 1) + .~/1,2)x(2)+ G = -k+1 -k k -k -k~ 

(2) 1<2) . ( 2) (2) 
X = xk + wk -k+1 k 

Für das Beobachtungssystem gilt: 

= 
[ 

H ( 1) .:. 1-i< 2 )] [ X ( 1. )] -k 1 -k -k 
. . ' ----

(2) 
xk 

+ wl -c 

+ (1) 
wl -c 
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Der Filter wird auf das Modell bezogen: 

= 
(79) 

= 

,, * 
Dabei sollen wk und vk als Abäiiderungen der u.r·sprünglichen Rausch-

größen wk und vk verstanden werden: 

1'-
w -k = (1) 

w -k 
+ _t(1,2)x(2) 

k . -k . (80) 

v* -k = vk + 1/2) x(2) 
-k -k 

( 2 ) . kt . . .. t l . h St.. d . . TT l xk wir wie eine zusa z ic e orung, ie eine J.~oppe ung 

zwischen wk und vk verursacht. Es ist hier wieder notwendig, ein . 

Urteil über die Verschlechterung des Filters abzugeben. Weil 

die Zustandsgrößen ~ 2 ) gar nicht bekannt sind, werden auch die 

·stochastischen .Eigenschaften der Störungen unbekannt bleiben, 

so daß .unter Umständen eine fortlaufende Anpassung des Filters 

als notwendig erscheint. Diese und ähnliche Probleme motivieren 

die folgenden Überlegungen des adaptiven Filters. 

2.8.2 Adaptiver Filter 

Optimal funktionieren die Kalman-Fil~erungsgleichungen, wenn 

alle angegebenen Bedingungen erfüllt sind. Jedoch viele sind 

die Ursachen einer Verschlechterung des Filters: 

1) Die 'a priori' - Dichten der auftretenden ~törungen sind 

meistens nicht genau bekannt. Zum Beispiel die Systemstörungen 

wk sollen,unter anderem,Ungenauigkeiten des Modells berücksich

tigen · (siehe EinfÜhrungsbeispiel),und eine Angabe Über diese 

existiert meistens nicht.Andererseits können Vereinfachungen 

des Modells, wie oben angegeben w0rden sind, zu Gliedern w:, 
Gl.(80) fÜhren, die eine zusätzliche Abschätzung verlangen. 

v*·· 
-k 

Sehr oft werden diese zu korrelierten Folgen fÜhren, die dann 

eine Abänderung des Filters im Sinne von 2.5 erfordern. 
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2) Die_Pärameter des Systems !k, ~, ~ sihd nur in seltenen•: 

Fällen in der Praxis als bekannt angegeben. Zunächst i1;1. _der 

Auf'ste~1ung _des mathematischen .Modells der Stre~ke; . we;_ci7y( ~~i,~ -i 
. schiedene . Fakt~ren _ve~nachlässigt ' . Ulll nicht unnötig . die O.r1dnÜtig 

. des Zustandes ' _zu vergrößern • . Außerdem . si~d meistens die , 'System~ 

nichtlinear und eine Linearisierung uni di'e'' 'no~inale Lös-~g .is·l :i 
f' .. d 1· h.· D: .d ·b . t t d · Ma. t : th(o) · H..(o) G.(o) er or er .ic. ie a ei·en s an enen . rizen x,k , ~K ·,._k •... ,· 

Gl. (6J)-(64) sirid zwangsläufig mit Fehlern beha:ftet. Ständige . . ·. . . 

nicht kompensierte Abweichungen in diesen Matri_zen nennt man ,o:ft 

- BIAS(systematische Fehler). 

Aus diesen Gründen ist eine Untersuchung der Fehlerübertragung 

im Filter emp:fehlenswert ./SOONG 1965/ untersucht, :für 1. Schritt

Filter (klassische Darstellung)·, das Verhalten der Kovarianz

matrix der Schätzungen auf' Grund von Fehlern in den 'a-priori'

Dichten (Fall 1). Diese Idee ist für den Kalman-Filter von 

/NISHIMURA 1966/ bearbeitet worden. Dort sind Rekursionsglei

chungen für die Abweichungen entwickelt: 

ba 
Ek 

bo 
Ek 

ao 
Ek 

0 
in denen . ~ 

= 

= 

= 

b 
~' 

b 

~ 
b 
~ 

a 

~ 
a 

~ -

:a 

~ 
0 - ~ 
0 

~ 

:folgende Matrizen . sinci: 

~ = die optimale Kovarianzmatrix des Filters bei korrekter 

.Angabe der 'a-priori' Information; 

b ' ' 

~ = die berechnete·Kovarianzmatrix, Gl. ( 48), wenn falsche 

J.a-priori' Information vorliegt; 
a 
~ = die aktuelle ·Kovarianzmatrix 

a 
E.{[~ "* - "*JT} 2f k = - ~][~ ~k 

in der "* mit falscher 'a-priori' Information 'berechnet 'Wird. ~ 

" . 
'',' 
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Aus den entwickelten Gleichungen werden Bedingungen.für die 

Beschränktheit der Abweichungen angegeben. 

Für eirien ähnlichen Fall, wie in der Gl.(79), gibt /PRICE 1968/ . 

"die Untersuchung dieser Abweichungen an. Es werden ganz konkrete 

Methoden angegeben, wn i~ diesem Fall noch brauchbare Ergebnisse 

~u erreichen (z.B., wenn der Teilzustand ~ 2 > unstabil ist, 

kö~nen unbeschränkte Störung~n ~:, v: auftreten). In /JOSEPH 

1963/ und /AOKI. 1967a/ werden ähnliche Untersuchungen für Ab_: 

weichungen der Matrizen ik, Gk, !!it ' (BIAS-Fehler) angegeben. 

Diese Gedanken ·sind insofern unbedingt erforderlich,' daß unvor-

. sichtige Annahmen -zur Divergenz des Filters fÜhren können. 

Nehmen wir an, daß .ein starker Bl:AS-Fehler in den Modellg1ei.:. 

chungen vorhanden ist, und daß eine zu optimistische, also . -· • 
. ' . . . . 

meistens sehr kleine, Kovarianzmatrix Wk gewählt l\--:i.rd. Die vom 
. b ' -

Filter verwendet·e ~-Werte werden_ schnell sehr klein llll.d .a1:1s 

Gl. (47) -erfolgt, .daß auch die Verstärkung des Filters al:>~inkt. 

D~r Filter 'schließt' sich fü.r die neuen hinzukommenden gemes.:_ 
.. ' > t' 

_ senen Ausganiswerte ~k. Dadurch It8.nnen starke Abweichungen der. 

geschätzten :ik zu~, d.h. zu große aktuelle Varianzen~ v~r-
. . 

kommen, die in keiner Weise im Verhältnis zu den berechneten 
b ' - - - . . - . 

~ - st_ehen. Verschiedene Untersuchungen sind in diesem Gebiet 

besonders in ~eispielen der Raumforschung entstanden. Die beste 
. . . ' 

_Mö-gl.ichkei t 'ist natÜ:['.1ich eine feinere Beschreibung der Strecke -· -· 

zu wähl.en (siehe EinfÜhrungsbeispiel), womit sich sofort die , . ' ' . 

Ordnung des Modells vergrößern würde. Um das zu umgehen, ent- _ 

standen die sogenannten Adaptiven Filter, in denen ständige 

Anpassungen durchgefÜhrt werden. 

1 ) ANPASSUNG der I A-PRIORI ' DICHTEN p (~k) p (_yk) 

/PINES et.al.1964/ und /SCHLEE et.al.1967/ entwicke,lten eine_ 

Methode, in der eine zweckmässige Wahl der System- und Meßstö-, 
rungen für · das Fil. termodel.l. getroffen wird. (Aus den Gl. (80) 
k d f 1 . . . A h f 00 ( 2 ) - · t .- ) . ann · as er o gen, wen_n einige nna men ur ~ exis ieren • 

Oft wird die Verkleinerung der Verstärkung einfach durch Ver

kleinerung der Matrix Vk erreicht. Noch wirksamer kann eine Ver

größerung von Wk sein. Der Filter wird gezwungen, sich .zu 'Öffnen'. 
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/JAZWINSKY 1968a/ fübrt eine .ständige Korrektur dieser Varianzen, 

so daß die Quadrate der vorausgesagten Residuen 

konsistent bleiben, d.h. 

D-ie hieraus ermittelten Varianzen sind Funktionen der Beobachtungen 

und selbst Zufallsgrößen, so daß nur durch Simulation die Güte 

des Fil te"rs untersucht werden kann. 

2) ANPASSUNG DER MODELL-PARAMETER !k, !!k, ~~: · 

In einer Näherung, wie die der G.l.(79), kann es unter Umständen . 

zweckmässiger sein, mit anderen Parametermatrizen zu arbeiten als 

dort. Will man _den Zustand nicht erweitern und führt die Anpassung 

der Kovarianzen Wk und Vk nicht zum Erfolg, dann bleibt nichts 

av.dere~ übrig, als die Modellparameter !k, Hk, ~ neu zu bestimmen. · 

/COSAERT und GOTTZEIN 1967/ untersuchen ein adaptives Modell mit 

Hilfe der kleinsten Quadrate. 

3) Gleitender Filter 

/JAZWINSKI _1968b/ übernimmt die schon von /KISHI 1965/ angegebene 

Methode der Gleitung. Um die Divergenz zu vermeiden, benutzt man 

nur M-SChi1litte der Beobachtungen ~k-M .... k' d.h. ein gleitendes Beob~ 

achtungsintervall. Man ermittelt die Dichten 

mit Hilfe der BAYES-Gleichu.ngen. Man wird praktisch zwei Kalman

Filter benutzen müssen, womit eine wesentliche Vergrößerung . de~ 

Rechenaufwandes entsteht. 
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APPENDIX 2.1 Entwicklung der allgemeinen Filterungsgleichung 

Es ist 

~k+1 = 

= h'x. · V) --k '-.K' -k 

und p(wk), p(vk), p(~) seien bekannt. 

(81) 

(82) 

Gl.(31) ist zu bestimmen. Hierfür benutzt man die BAYES 1 Gleichung. 

Zunächst gilt 

(83) 

woraus , 

p(~+1 'X1c+1l~-k) 
= 

p (.zk+1/~--+k) 

andererseits ist 

und 

wegen der Gleichungen (81) und (82). 

Jetzt setzen ·wir · (86) in (85) und (85) in (84) und bekommen die 

gewünschte Gleichung (31). 

Man merke dabei, daß 
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APPENDIX 2.2 Entwicklung der KALHAN-BUCY'Filterungsgleia.ihungen 

:Man kann mit der vollständigen Induktionsmethode folgende Ableitung 

durchfÜhren. 

1) p(x /v) -o ..... 0 
= 

P (~o) p (y_o/~o) 

P (y_o )1 

ist GAUSS' verteilt, ,veil p (x ) und p ( v /x ) auch GAUSS 'verteilt -o ..L.o -o 
sind. Es gilt also 

{ 0 ( Ax )Tx- 1 (x -x"' ). 'I·} = C0NST.exp - ,5 x - . -o -o -o -o -o 

in der~, X leicht aus (87) berechnet werden. -o -o 

(88) 

2) :Man nehme an, daß p(x./y_ .) auch GAUSS'verteilt ist. Es gelte 
-:i. 0-'>:L 

= 
{ 

A T -1 " } C0NST.exp -0,5(x.-x.) X. (x.-x.) 
-1 -1 -1 -i. -i 

(89) 

3) Man zeigt mit Hilfe der oben abgeleiteten Gl.(31), daß dann 

auch 

= 
{ 

"" T -1 /\ } C0NST.exp. -0,5(x. 
1
-x. 

1
) X. 

1
(x. 

1
-x. 

1
) 

-:t.+ -i+ -1+ ---i+ -i+ 

(90) 

Hierbei entsteht eine Gleichung 

= (91) 

E. wird ein komplexer Ausdruck in x., v. 
1 

sein. Durch Vergleich 
-:i. -1 „l.+ 
von Komponenten, nach der Integration in (91) kann man die Filte-

rungsgleichung ( 46) -, ( !;1;8) bekommen. 

Wir wollen die Ableitung anders durchfÜhren, weil hier eine direkte 

Verbindung mit den ursprünglichen 1-Schritt-Prädiktionsgleichung· 

von/KALMAN 1960/ en,tsteht. 
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Gl.(J1) kann man auch auf folgende Form schreiben: 

P ( v /x.. ) IJ ( x /v ) 
""-lt+1 -ic+1 -k+1 ..... o-+k 

= 

Es sei jetzt angenommen, daß p(~/yo-+k) Gl.(89) erfüllt. 

Hieraus bestimmen wir P <:::sic+i/y
0
-+k): 

und 

Definitionsgem5ß gilt dann: 

Für die Kovarianzmatrix gilt: 

= 

= 

,h x.. + G u. 
~k -1c -k -1c 

Gl. (95) in Gl.(94) eingesetzt: 

+ w --k 

= 

= 

ci.+. - - T T ' T 
~k+1/k = c, l ~k (~c- 2fic/k) (2fic- 2f1::/k) 1k/¾-+kJ + t { wk wk S = 

= 1k ~c/k 1! + wk 

Es ergibt sich dann für .die Dichte p(?fic+l/¾-+k): 

(92) 

(93) 

(94) 

(95) 

(96) 

= \ { ( - ) -1 - T, 
CONS'I. exp • -0, 5 ?fic+1-~k+1/k 2fk+1/k (~+1-2fk+1/k) } 

(97) 

i 
1. 
[ 
1 
r 
1 
i 
I' ,. 
1 
; · 

t 
! 
L 
" i= 

' i, 
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Außerdem gilt: 

= CONST 'axp. ·{ -0. , 5 lt' v - H_ x. 11
2 

. } ~k+1 =!~+1 -K+1 v-1 
-k+1 

(98) 

Durch Einsetzen von Gl.(98),(97) in (92) ergibt sich: 

(99) 

in der 

= (100) 

Aus dem Vergleich mit Gl.(91) soil sich n~ch der Integ~ation genau 

d_ieser Ausdruck ergeben. Mit der EinfÜhrung von ~+l/k und 

~+1/k sparen wir uns ~iese umständliche Operation. 

Jetzt werden die Glieder in Gi.(100) geordnet und es ergibt sich: 

2 

II 2fk+1- ~+1/1c+1 II . l 
-1 J 

. ~+1/k+1 

= CONST exp. { 0, 5 

= CONST exp.{ -0,5 ~ ~+1- 1k ~/k- §;k ~- Kk+1[Xk+1- ~+1 

und . aus dem direkten Vergleich, die Kalman-Filterungsgleichungen 

(46)-, (48). Man merke hierbei die Bezeichnungen: 

= ~/k 

~+1/k= 

~/k = 

Filterungswert 

= 1-Schritt-Prädiktionswert 

Covarianz in der Filterung 

Covarianz in Prädiktion 

= 

(101) 
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Entwicklung von Rekursion.s~leichungen für die 1-Schritt-Prädiktions
werte: 

Wir wollen jetzt Rekursionsgleichungen· für die Prädiktionswerte 

~+i/k und ~/k-1 sowie für die Varianzen ~+1/k und 2f.ic/k~1 ent
wickeln. 

Aus Gleichung (46) gilt: 

= = 

und ~US Gleichung (93) gilt: 

(102) 

mit = . th X. / HT y-1 
.X.k =1c k _;-_K -k 

Für die Kovarianzmatrizen gilt aus Gl.(96): 

Gleichung (48) lautet: 

-1 (W + i ~ . _iT )-1 T -1 
!!1c !ic/k = + Hk Vk = -k-1 k-1 - -1/k-1 k-1 

-1 T -1 (103) = ~/k-1 + Hk Vk ,!!k 

Durch Anwendung des Inversionslemmas auf Gl. ( 103) ergibt sich: 

= {104) 
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J .etzt durch Multiplikation von (101,,) von links mit fk, von rechts 

mit f!, und dann Addition von lik entsteht: 

= 

Gl.(102) und (105) sind die gewünschten Rekursionsgleichungen. 
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~ 
Bestimmung des Fehlers 2Sic+! 

Es sP-i 

~ = ~k+1 = 

= 
~ . A 

,h x. + G u., · + w - ,+, x., - G__ u. - K [v - H ( th x. +G u. ) ] = 
.:i'..k -lC -k -K -k .:i'..k -K ..;;..1{. -K -k+l """-k+1 -k+l il~K _:.k-=ic 

= wl -c 
I\ 

-K [v · -ll (.-f. x.. +G_ · u.,)] 
-k+1 """"-k+l ...;;.k+1 ik .::..K ..;_1.c -1c 

/\. 
( E - 1( H ) [ th (x - ··x ) + F ] K v 

-k+1 -k+l ~k -k -k ..!.k - -k+l -k+1 

Dann ist sofort zu sehen, daß es gilt: 

= 0 

= 

(106) 

Das heißt die Schätzungen~ 
1 

sind BIAS frei. Verschiedene andere -n:+ 
Eigenschaften des Filters lassen sich leicht mit ähnlichen Rechen-

gängen entwiclceln. Oben ergibt sich die Rekursionsgleichung für die , 
N ~ 

Fehler .xk+l' xk 

Aus dieser Gleichung ·wird auch leicht die Varianz des Fehlers 

(108) 

in Abhängiglcei t der Verstärkung des Filters Kk+l berechnet. Dabei 

zeigt sich, daß für die optimale Verstärkung 

K 
-:-k+l = 

jede quadratische Form 

T v-1 
~k+ 1 !!ic+ 1 -k+ 1 

= (109) 

i 
i 
f ... l 
r 
1, 
f 
i; 

Minimum wird. Man spricht von einer Schätzung mit minimaler Varianz.· . ' 
! 
f 

t 
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