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1;'0ptima1e adaptive Systeme

1.1 Einfithrungsbeispiel : _ - |

In der praktischen Behandlung der meisten Systeme treten Schwie-

rigkeiten auf; die die einfache Anwendung der deterministischen
Methoden verhindert. Zur Erlguterung betraéhten wir ein Béispiel
-eines Flugkdrpers beim Wiedereintreten in die Erdatmosphire
/LARSON 1968/.

Mathematisches Modell

.o fév & 2

xg = =tgpe Xy vk SR | V(ia)
%, = -Ls 5 4 (1b)
_ 2 - 23 2 2 _
oo _ yv . ' : ;

x3 . - fEE& x3 - g + k3 (;c)

Nach Bild 1.1 seien}

&(M%e) xl’x2’x3 = kartesische Koordinaten

des. Flugkorpers

9

1]

Luftdichte

B = ballistischer Parameter
g = Erdbeschleuni%ung -
d S E R ¥l
Bk ki,k2,k3 = Eonbroilksmponinkon
(zu Kurskorrekturen)
ks = g(u) > u = Stellvektor
~_ _ .

Bild 1.1

Die Luftdichte 9 ist stark zeitveranderlich und hiangt von der
Hfihe'x3 ab. Der ballistische Paramter B, auch Funktion von xq
und von der Geschwindigkeit V, ist unbekannt. Die Erdbeschleuai-

- gung sei konstant und bekannt.




Das mathematlsche Modell (1) ist deswegen mit Unsicherheit ver- |
bunden. Die Parameters), B siind unbekannt, und Schatzwerte‘g,
sollen ermittelt werden. Diese Schatzwerte kbénned aber von den -
echten stark abwelchpn. AuBerdem aind mehrere andere Faktoren in
der Aufstellung von Gl.(1) vernach1a551gt worden. Die Ungenaulg-.
'kelt des ‘Modells w1rd meistens mit der Hlnzugabe von Termen W,
,dargestellt die Systemstorungen genannt werden. Die Einfuhrung
eines Zustandes x fithrt GL. \1) zu einem System -von Differential-

-glelchung 1. Ordnung.

2= J%)=[= | J+tsw+ux
X5 | xs S | 2
- d x - _ 1, e
o ° X o C(2)
; 128 A2 . 2. a2 R U
x5 T2 B 4;4 * x5 * Xe x5‘
» .‘ 1 . 2 2 2' 3
3 x6 4 L_- -2_ 'g[;s. ,\/x4 + x5 + x6 x6 : :
odef'kﬁrzer |

Die System-(Einggngé)'Stﬁrungen w sollen spdter eine geeig-

nete mathematische Beschrelbung bekommen. AuBerdem ist zu bemerken,i

‘daB G1l.(3) stark nichtlinear. ist.‘

'Beobachtungssystem (Rédargleichﬁngen):

Der Flugkorper w1rd du_ch e1ne Radaranlage am Boden beobachtet %enn

es notig ist mit dem Zweck, Kurskorrekturen durchzufuhren.




Nach Bild 1;2°,°1,3 gilt:
=" | cosf  sint sing cost sinf
~sin §  sint cosg cost cos§| _ (&)
(o] : “CcoST sint

und

xy = r sind ‘Y = r |

xy r sin?® 8 o ; (5)

x3" r [1—51n2d - 51n%‘12 )

~Die béobachtefen'GrSBen.x erfiillen allgemein folgendes Glei~. -

chungssystem:
¥ = hix,t) +y - S (6)

in dem v die sogenannten MeB—(Ausgangs)stSrungen sind, weil

jede Radarmessung stark verrauscht sein kann.

1.2 Allgemeine Aufgabenstellung

Normalerweise sind die Aufgaben, die man zu erfiillen hat, schwie-
rigere Probleme mit mehreren Nebenbedingungen. Im Fall eines R
Flugkorpers kann es sich um ein 'Rendezvous'-Manover handeln,

oder der Flugkorper soll eine gewisse Laufbahn xd beim Wledereln-

treten in die Erdatmosphire verfolgen.




Mit Hilfe der klassischen Regelungstechnik geht man vor, indem
fiir eine allgemeine Klasse von Fiihrungsgrofien r(t) eine Regler-
struktur gewahlt wird. Zur Elnstellung der Parameter des Reglers
dienen ‘'off-line! Uberlegungen mit Testfunktlonen und verschledene
- Verfahren (Wurzelort, Frequenzkennlinien, analytische Methoden)
.sind dafiir geeignet. Prinzipiell weisen solche Methoden folgende:
Vorteile auf: | .

1) Die FithrungsgrdéBe r(t) braucht nicht bekannt zu sein. Der
Regler ist auf Kriteria, wie Uberschwingung, Anstiegszeit, Sta-
bilitatsgite eingestellt worden. .

2) Die Ungenauigkeit der Parameter wirkt im ganzen wenig, wenn
genﬁgend grofle Verstarkungen gewahlt werden.

3) Die Lasung ist sehr einfach und wirtschaftlich.

Allerdlngs treten fir unsere Aufgabe folgende Schw1er1gke1ten
auf /MISHKIN 1961/:

1) Die hohen Genauigkeitsforderungen werden nicht gewihrleistet.

Die Stellgrdfenu sind immer beschridnkt. Die ZustandsgrdéBen dirfen

gewisse Bereiche nicht verlassen. .

2) Meistens kennt man den Verlauf in einem Zeitintervall der Fiih-

rungsgrdfBe r(t) oder entsprechende Zustande zd (etwa die Zu~-

standsgroBe eines anderen Flugkdrpers, womit ein 'Rendezvous'-
Mandver durchgefiithrt wird). Zweckmidssig wire es dann, diese

Information voll auszunutzen.

3) Man hat eine 'feinere' und vollstandigere Beschreibung des
Systems zur Verfiigung (die Zustandsbeschreibung), als die Aus-
gangs-Eingangs-Beschreibung. Man will auch moglicherweise Para=

meterverlaufe bestimmen und diese Information verwenden.

Zunachst versuchte man, die Struktur des Reglers beizubehalten

“und die Einstellung der Parameter mit Hilfe der Opfimierungsme-

thoden durchzufiihren. Es entstanden verschiedene Parameteropti-

mierungsverfahren.

Spdter wurde dann dazu iibergegangen, den Regler v3llig frei zu
lassen und aus der Minimisierung einer Fehlerfunktion . die

KontrollgréBen u(t) ‘zu" finden. Es entstanden die allgemeinen




Optimierungsmethoden, die uns hier interessieren und eine Er-

fullung der oben génannten Bedingungen erreichen.

Die allgemelne Opt1m1erungsaufgabe lautet dann:

Es sei eine Strecke mit dem Glelchungssystem 1. Ordnung

e

I

% - £(x, u, m, ’.‘_"_9 t)

=t !

in dem x = ein nx1 Zustandsvektor, Y = ein mx1 Beobachtungs-
vektor (ubllcherweise m < n)”qg = der’ rx1 Kontrollvektor,, '
m = der 1lx1 unbekannte Parametervektor, w, v = System-und.
Mefstorungen (Rauschen).,._.o Ahfangszustand sind.,
Vorgegeben. .sei aufierdem die. gewiinschte Trajektorie x d(t) im
Zeitintervall t Lt < T. Man rechne einen 'optimalen Kontroll—
vektor Eof (t),'optlmg&f_ln dem Slnne,'daﬁ di§ Fehlerfunktion

. . . , ' T o . T
J(u, t) = ’R2(_>5§T),'§_d(T_),T) t/; Rl(_:_:_(t),qu(t),t) at  (8)

o .

ein Minimum erreicht.

Die Kontrollgraﬁen sollen aber zuléssig sein, d.h. sie diirfen
-eine Menge ?/6 von erlaubten Werten nicht verlassen — u eu _
Andererselts durfen die Nebenbedingungen xeaﬁ :nlcht verletzt
werden.,

In APPENDIX1alywird eine kurze Einfiihrung und Diskussion der zwei
wichtigsten Optimierungsmethoden angegeben.'fﬁr kontinuierliche.
Systeme das Maximumprinz1p von. PONTRYAGIN, fir diskrete Systeme
die Methode der- gynamlschen Programmlerung von BELLMAN,

1.3 Der InformationsfluB

Das wesentliche ist in dieser Aufgabe der Optlmlerung, dal man
~die gesamte Informatlon, die man zur Verfiigung hat, benutzen .
will. In der klassischen Regelungstechnik hieBl . es, trotz Mangel
von‘Informatiqn w soll moglichst eine gute Einstellung der

Raraméter des Reglers erreicht werden.




Information hofft man jetzt, an verséyiedeneq Stellen zu.gewinnen.
Wir nennen folgende Beispiele:
1) In der Fehlerfunktion (8) trltt der Vektor Y(t), Systemzu-
standsvektor, auf. Allerdings wird der Zustand nlcht,dlrekt:ge-

. messen. Im Einfﬁhrungsbeispiellmuﬁ man aus den beobachteten Radar-

grdBen y(t) dann x(t) gewinnen, oder besser ﬁ(f), Schitzwerte von
x(t). Die SCHATZUNG des Zustandes ist dann ein wichtiger Schritt
in der'Optimieruhg;" | ‘ ' T w
2) Eine Zhnliche Situation tritt fir o (t) auf. Angenommen x (t)

erfulle 1hrerse1ts eine Systemglelchung

2 = e, 1w, 0 et
' ‘ (97"
xd(t) = nd(gd(t), t) + xd .

wie be1 den Systemglelchungen (7) entsteht dann die Frage der Schit-
zung x (t) ~/\d(t) .Es ist wiinschenswert, eine einheitliche Darstele
lung mit dem 1.Punkt zu erreichen. e

3) Wir haben auch gesagt, daB gewisse Parameter m in der Strecke
‘auftreten kdnnen, die unbekannt sind. Eine Schatzung solcher Pafa-
méter, sogenannte IDENTIFIZIERUNG lat auch notwcndsg, weil m implizit

in die Gleichungen (7) eingeht. v
Die Aufgabe unterscheidet sich zundchst von der Zustandsschiizung
(Estimation), weil fiir diese bekannten Gleichungen in.g (G1.7a) ge-
geben werden. Der Verlauf von m ist allerdings in keiner Weise be-
stimmt. In vielen Fillen wird man aber iiber m etwas mehr kennen, so
daB.eine Differentialgleichung aufgestellt wird. Wir kommen zur
Illustration zum‘Einfﬁhrungsbeispiel zﬁfﬁck: .

Aus der Erfahrung /LARSON . 1968/ geht hervor, daf im Fall des Flug-

korpers eine Glelchung far den Parameter x7 =’% gilt?

4
dt

o~
[RXN
D

St

9 ” K7 )
5 = =~ Kk x,- 5 + w

3 7

In Gleichung (10) wird jetzt Unsicherheit uber den Parameter k
herrschen, den man normalerweise als konstant annimmt. Auf diese

Art wird fir die Beschreibung der Grofe f/ﬁ mehr Aufwand geleistet,




wodurch auch eine Verfeinerung der Systemstrdktur entsteht,

= ¢ /B als neue Zustandsgroéfe gilt dann:

Mit x7 )
& = 'ilﬂ = [x, | . ] o+ glu) + w

iz X

X ~0,5 x7x4g1/;4 + X5 + x¢ o (11)
1 -

is -0,5 x5x7gj/;§ + x§ + x%

i6 | -0,5 x6#7g1/xi + xg +]x2

Li7~ | - k Xg%o ' |

Im iibrigen werden wir in der Zukunft immer als Zustand des Systems,

einen solchen erweiterten Zustand meinen, in dem alle GréBen ent-

halten sind, die ein System von Differentialgleichungen wie bisher
erfiillen. Die Giite dieses Modells sird von SystemstSrungen w dar-
gestellt. ‘ ‘ -
" Andererseits treten Parametertk_adf,,die wir ausschlieBlich in m
zusammenfassen und als zeitkonstante GroBe aufgefaBft werden. Oft

ist eine zusitzliche Korrektur von k - k notwendig, und man spridht

dann speziell von einer Identifizierung des Parameters. Diese feine
‘Unterscheidung von Identifizierung und Schatzung hingt spidter Vor-

teile' fiir die Darstellung.

-4) Man muB noch von einer zusdtzlichen Quelle von Unsicherheit e
sprechen. In einem System von Differentialgleichungen ist die
Angabe des Anfangszustandes'g(to) = x_ wichtig. Auch hier wollen

wir annehmen, daf x, nicht genau bekannt ist. i

1.4 Lésungsweg

‘TWir wolien eine LOsung der Aufgabe andeuten, die zwei Stufen ent-
. halt: die deterministische und die stochastische Phase /L.MEIER.
1968/.

1.42.1 Deterministische Phase

Alle auftretenden GréfBen werden als deterministisch angenommen;

Hierfiir ersetzt man die Stdrungen w, v sowie den Parametervektor m



durch Mittelwerte w, v und m. Der Anfangszust: .d sei bekannt. . '

oder durch x ersetzt. Meistens wihlt man hierfiir w = v = O,

Man kann dann aus den bekannten Optimierungsmethoden die Fehler-‘ !
funktion (8) zum Minimum fuhren und eine optlmale determlnlstlschei
Lésung EfO)(t), die offene Strategie, oder eine u( )(x t), dle; f?
geschlossene Strategie (Kontrollgesetz), entw1ckeln. ” .
Der nichste Schritt wird jetzt darin liegen, den‘ElnIluB der'Uh-[ b
sicherheit auf diese Strategien zu beurteileh. Hierfiir benu tzt T

man die Empfindlichkeitsbegriffe. Vielleicht ist dieser Ecgilff

zum ersten Mal von /BODE 1945/ eingefiihrt wbrden, im Zusammeﬁﬁangftﬁ
mit dem EinfluB auf Systemausgang von Parameterveranderurgen in ‘ﬁ'
den klassischen Regelstreckesn. Spiter gewann diese Methode auCh\
Boden in der Oﬁtimieruhg /DORATO 1963/. Die Empfihdlichkeiﬁ der
Fehlerfunktion auf Parameterverinderungen bei offenen und ge-
schlossenen optimalen Systemen, ist dann systematisch mit ifilfe
der Hamilton-Jacobi-Gleichung von /PAGURuh 1)6)/ behandelt wofdén,zi
Die Verallgemeinerung dieser Arbeiten auf nichtlineare Systeme
ist von /WITSENHAUSEN 1965/ vorgenomnen worden!: Interessant ist
zum Beispiel die reststellung, dals die Parameterempfindlichkeit .
der FFehlerfunktion fiir geschlossenec Strategien nicht bessefmigt}
als fir offemne. Eine Dislkussion von solchen Ergebnissen findet
man in /SAGE 1968/ und /ATHANS 1969/, wo auch eine vollsiindige

Literaturangabe vorhanden ist. 1 ' M“\\\\

Man nimmt eine TAYLOR-Entwicklung um eine nominale St rateclpk i

_fO)(t) und untersucht dann den Einflufl von Anderungen wie A3,
Am, Aw, Av auf J - AJ. Angenommen z.B., daB die Glieder auf Grund'A‘
der Storungen w, v groBen Einflufl haben, wird man sich ﬁberlegen;’
milssen, wie zusétzliche Korrekturen AWl vorgenommen werden mussen,fﬂ

um die entsprechenden Storungse1nw1rkungen auszuglelchen.~
Als\Beispiele betrachten wif folgende'Félle:- L TR R "fi  f,.{ff

1) Die Zusténde X werden nicht dlrekt beobachtet oder nlcht alle
gemessen., In unserem Dlnfuhrungsbelsplel stehen nur die Radar—(:uwﬁ
grofien y zur Verfugung und stark verraus ch&:C.vGen konpqn;guf—g :Qf

“treten. Als eine Verbesserung der determinist: -ichen offenen




- Strategie g}o)(t) ermittelt man eine zusitzliche Korrektur
bu,(t) = Au(ax(t) ' (14)

und bestimmt laufend die angeniherten Werte Ag(t) an den ge-

messenen Grofen. Also
u ) = w9 + auaie), ) | (15)-

'2) Ist eine grofBe Empfindlichkeit der Fehlerfunktion bézﬁglich
m, so kann man wiederum laufende Werte ﬁ identifizieren. Ein

zusdtzlicher Term Au, wird hinzugefiigt.
Au,(t) = Au(am) - (16)

in der ist: _ A
Am(t) = m - m(t)

Dieser Term gibf dem System einen in der Literatur sogenannten
ADAPTIVEN Charakter. Es ist wieder etwas feinfiihlig, dieselbe
Bezeichnung bei der Bestimmung von:z nicht einzufithren. Die
Bezeichnung ADAPTIV ist im Zusammenhang mit der klassischen
Reglersynthese eingefiihrt worden: Um das Problem des Einflusses
von groBien Parameterverinderungen auf das Systemverhalten zu
vermindern (weii nicht immer aus Stabilit#itsgriinden groBe Ver-
starkungen gewahlt werden kénnen, oder dann eine grofle Band-
breite gegeniiber verrauschte Stérungen entstehen kann), hat
man eine zusdtzliche Korrektur der Reglerparameter vorgenommen,
indem in gewissen Zeitabstinden die Eigenschaften der Strecke
IDENTIFIZIERT wurden. Diese Einstellung oder ADAPTION des

Reglers motiviert die neue Bezeichnung adaptive Systeme. Kennf

zeichnend hierfir war die ndtwendige Einfiihrung einer Erkennungs-

methode. Mit der Entwicklung der optimalen Systeme und der Zu-
standsbeschreibung, kann man Zustandsgrofien nicht mehr eindeutig

von Parametern trennen. Wie wir dies an einer anderen Stelle




. 10 =

sagten, wollen wir élsfParameter‘g diejepigen GrofBen betrachten, B

die zeitkonstanf sind und notfalls. eine neue Korrektur brauchen.

Alle anderen, woriiber eine Information in Form einer Differential-

gleichung vorliegt, werden im erweiterten Zustand eingegliedert.

Zusammenfassend kann gesagt werden: Die deterministische Phase

ist dadurch gekennzeichnet, daB die auftretenden Stdérungen keiner

statistischen Beschreibung unterliegen. In reinem detevministschen

Fall besteht auch kein Unterschied zwischen offenen und geschlos-

senen Strategien. Empfindlichkeitsbetrachtungen kdnnen die Notwen-

digkeit der Einfiihrung von geschlossenen Korrekturgliedern (14)

.und (15) aufweisen, die dem System einen ADAPTIVEN Charakter ver-

leihen.

Die bis Jjetzt durchgefﬁhrte?Diskussion liefert eine Blockschaltung,

Bild 1.4

w
\t4

3

X Strecke E Beobachter y(t) %
x=f(xu,m,w,t) | y=hlxwt) 1
.'l.
~ — |Nominale
!.(0)(‘&)
Ayft) .
Optimierungs— | 4% | Identifizie- Ay(t)
, block Am | rungsblock A
+ - Au(t)
Nominale
| _qm}(t )

Bild 1.4
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Wenn die Storungen verhachlassigt werden, hat sich in diesem
Zusammenhang eine.Idén@ifizierungsmethode durchgesetzt, die

grofie Anwendung in solchen alaptiven. Systemen fand: Die Methode

der kleinsten Quadrate. Sie wurde schon von GAUSS ausfiihrlich

behandelt und goewann in den letzten Jahren mit der Zustandsbe-
schreibung eine fir die Anwendung an Digitalrechnern geeignete

Form. In APPENDIX 1+2wird eine.Zusammenstellung.der wichtigsten

Efgebnisse angegeben.

1.4.2 Zwei weitere Beispiele von adaptiven Kontrollsystemen

A). Eine Methode fiir diskrete Systeme

Wir zitieren /MENDES 1968/, wobei eine sﬁb-optimalé Methode zur
Behandlung von solchen Systemen entwickelt wurde. Dabei verwendeten
‘'wir die dynamische Programmierung und wahlten eine Differenzen-
gleichung zwischen Eingangs- und AusgangsgrdBe, um die Dimensions-
schwierigkeiten des Zustandes zu umgehen. Die Ausgangsgrofle y

wurde durch eine gefilterte 9 ersetzt. Die Filterungsgleichungen
-werden sehr einfach gewdhlt. Die unbekannten Parameter m der
Strecke sind mit der Methode der kleinsten Quadrate standig iden-

tifiziert.

t . | , / E e | u g
. A/ /» 4

<%— /dentifizierungsintervall , <—Optimierungsintervall —

&

T, =Abtastintervall

Bild 1i5




. Gleitung
_to ten -t - T

2

-

-3

z 7
ldentifizierungsintervall Optimierung;}ntervdll

Bild 1.6

her Schwierigkeitsgréd der Aufgabe fiilhrte zu der Anwendung von
Digitalrechnern, woduwvch eine diskrete Beschreibung des Systems
gewdhlt wurde. In Bild 1.5 ist der ersten ﬁberleguﬁg Ausdruck ge-
geben: Man optimiert im Intervall (to, T) und mit der Evolution
des Prozesses, gewinnt man mehr Information, und das sogenannte
Identifizierungsintervall vergrossert sich. Gleichzeitig verrine-
gert sich das Optimierungsintervall (t , T). In einer zweiten -
Situation (Bild 1.:6) verwendet man dle Gedanken der Gleitung. Fﬂr

die Optimierung zelgt sich bei den meisten Systemen, daB ein klei-

nes Intervall Topf ausreichend ist, so daB man anndheérnd in jedem
Schritt tk nur dieses Intervall, in einem GleitungsprozeB, zu

betrachten braucht. Die Lange des Intervalls T hadngt haupt-

opt
sdchlich von den dynamischen Eigenschaften der Strecke und Fih-

rungszroBe ab. Fir die Identifizierung ist eine Renovierung der

Information notwendig, wenn auch zeitverdnderliche Systeme be-
handelt werden sollen. _

Die Methode fithrt zu leichten Untérsuéhungen von linearen und
nichtlinearen Systemen und ihrer Anndherung mit Hilfe von Modellmn
niedrigerer Ordnung. Es wird auch in /MENDES 1969/ eine Verall-
gemeinerung fir Mehrfachsysteme vorgenommen. Aufwand der Program-
mierung ist hier wesentlich reduzierter im Vergleich mit anderen
Methoden.




B). Eine sub-optimale adaeptive Methodé (kontinuierlich)

in'APPENDIX131i$t eine Diskussion dés.Maximuﬁprinzips von
PONTRYAGIN Qérgenommen. Fir die Lésung des Zweipunktrandwertpro-
‘blems (nicht—lineare Differentmlgleichﬁng) werden einige numeri-
sche Methoden angegeben. Nun kann man auch die Identifizierung;
in der Form der kleinsten Quadrate, auf d1e M1n1m1S1erung einer
Fehlerfunktlon fithren:
| o rt AT A o A n & g
gdent.(g’t) = M_rlf_’n./;; '[(_:5—_:;) W(x-x) + (y-y)" ¥ (y-y)lat (17
, o
mit den Nebenbedingungen:

= f(x, m, t) +
t)

1=

KoIxe
I
oy

|
1%
|

Weil zwei StBrungstypen w ﬁnd v vorhanden sind, mﬁssen die 2wei_
Terme in (17) betrachtet werden. Das ist wiederum eine Optimie-
rungsaufgabe, die mit Hilfe des Maximumprinzips gélast wird. Eine
numerische Losung wird z.B. mit Hilfe der Quasilinearisierungs-
methode /DETCHMENDY 1966/ oder Invariante Einbettung /SAGE 1968/
‘efreicht; ' | v B
. Andere adaptive Methoden sind von vielen anderen Autoren aﬁgegeben
woérden JCASSIR u. GRAUPE 1968/, ' |

SchluBbemerkungen:

Die deterministische Beschreibung eines Systems ist in manchen
Situationen ausreichend. Eine ADAPTIVE Erweiterung- der Methoden.,
d.h., die Einfihrung einer Identifiziérung der unbekannten Parameter
oder Stﬁfungen;'kann eine Verbesseiung'des Kontrollgesetzes er—
reichen. Es iSt‘dabei kennzeicheﬁd, dafl die_KontrdllgrﬁBen eine
doppelte Funkiifwn erfiillen: Zunichst die der Optimierung selbst
und auBerdem ein Gewinn von Information ' i#iber unbekannte Grofien.
‘Man ‘spricht deswegen sehr oft von DUALEN Kontrollmethoden, als
speziellen Fall der adaptiven. Es gibt viele andere adaptive Me-"
thoden, die zusdtzliche Signale fir die Erkennung der Systemelgenm
.schaften gebrauchen. FELDBAUM sprach zum ersten Mal von dleéem

dualen Charakter in einem Zusammenhﬁng, der in Kap.3 dieser Ar-

beit besser erklart w1rd.




Allerdlngs weisen alle diese Methoden eine starke Dmpflndllchkelt:

auf Storungen mit qroﬁen Amplltuden . SO daQ_g;gg_gg_ﬁgg_ﬂgﬁgh;ﬂ;_

bung gewdhlt werden mufl, wenn man eine Verbesserung des Kontroll—

schemas erreichen will.

1.4.3 Die stochastische Phase.

Wegen der genannten Griinde wird man in einer weiteren Stufe die .
verschiedenen  Gréflen stochastisch beschreiben, die mit Unsicher-
heit verbunden sind.

Grofen wie x, und m werden wir als Zufallsvariablen erkliren.

Andererseits treten w(t), v(t) und x(t) die als Zufallsprozesse

zu. behandeln sind. Das heiBt es ist dann notwendig, die entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsdichten. anzugeben oder zu rechnen. '
.Die Aufgabe ist komp11z1ert weil Jetzt auch die Fehlerfunktion (8) 

eine Zufallsvariable w1rd, Eine verniinftige Losung ist die Minimi-

sierung des Erwartungsweftes von J(u,t)
'8{3(5, z, )} = f[ 3G w0 plx, m, #) ax aw - (18)

beziiglich der auftretenden ZufailsgrBBen4 Dafiir macht sich die-
Bestimmung der Dichten notwendig, die 'in der Erwartungswertbildung
(18) auftreten. | ‘

Es wird Ziel der nachsten beiden Kapitel die Erlduterung der
stochastischen Aspekte séin. Zunidchst wird man sich in Kap.2 mit
der stochastischen Beschreibung von diskreten uhd kon;inuierlichen
Problemen und mit dexr Informatlonsverarbeltung beschidftigen. '
Im Kap.3 wird ein Versuch unternommen, um eine geschlossene voll-
stdndige Losung des stochastischen Kontrdlproblems zu erreichen.
Verschledene sub-optimale Stufen konnen auch jetzt untersucht
werden, Es ist wieder von Fall zu Fall zZu beurtellen, etwa mlt
Hilfe der Empfindlichkeitsmethode, ob man mit einer von diesen -
‘Stufen auskommt, so daB sich ein grdfBerer Aufwand ertibrigt. Als

Belsplel nennen wir folgende Mogllchkelten.




1) Man wihle wheder zunichst eine nominale Strateg;e (etwa dle-

jenige, die fir die determlnlstlsche Konflguratlon ermlttelt wurde),
um die eine Re1henentw1cklung vorgenommen wird. Man erganze 51e
mit geschlossenen Gliedern Au, die die: Geschatzten (Jetzt im- Slnnedr

. statistischen Methoden) AL, Aﬁ enthalten,

2) Weiterhin getrennt versuche man'getzt, in der Kontrolistrategie
. i —_ A AL o R !
eine vollstdndigere Beschreibung von AX, und Am einzufihren, indem -

Momente hdherer Ordnung beriicksichtigt werden,

3) Man finde eine globale, optimale Ldsung fiir die Kontrbllsfrafégie,

Dieser Vorgang ist in /MEIER 1968/ geschildert. Es wird eine Mé;“f.h
thode fir die Punkte 1 und 2 entwickelt und verschiedene Béispiéléw
angegeben. Die allgemeine Aufgabe ist schwierig, und man hat blSA

jetzt kecine zufriedeustellende LBSun¢ gefunden. Die Hauptanstrengun—

i

gen konzentrieren sich hier deswegen auch mit der DntW1cklu1g von

numerischen Methoden. -
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APPENDIX 1.1 Optimierungsmethoden’

A). Die Methode der dynamischen Programmierung

Die Methode der dynamischen Programmierung erweist sich fir dis-

" krete Systeme als sehr geeignet. Es sei

Xy = flo mo® 19

mit ; _;_c_ke x"( und _l_l_ké UZ'K ) und ein Anfangszustand_
. x(0) = x . Gegeben sei auBerdem.die Fehler-
funktion ° ' ' _
J(x ) ; R1[—1+1, u., il " o (20)

Die Aufgabe lautet: Man bestimme' die. Kontrol.lfc}lge (Strafe'gi‘e)

u d:Le die Fehlerfunktion (20) zum M:Lnlmum fuhrt.

2ot 2 e Hy

Allgemeine Losung:

Die Ldésung folgt aus der ,Anwendung des Optimalitdtsprinzips
/BELLMAN 1957/. Zuerst fithrt man die Teilféhlerfunktionen,ein:'

J(x, ¥) = Min -iZ:: Rl[_1+1, u.,”i]} | - (21)
i By uk+1""uN _ '
" mit X = X.

Durch Spaltung von (21) in zwei Summanden

J(x, k) = Min * Min {Rk[xk+1,uk,k] + ;].;...1 R1[x1+1,u ,1]}
S Bke1? BN

(22)

wird das 1.Glied gar nicht von Ly ety abhéin‘gen,‘ so daB

Tz, k) = Min{R[x +1,uk,k] + Min [ +1’Ei’ij]} (23)
. u u -k+1 ~4 i

k LSRR




und nach Einsetzen von (21) in (23) und Verwendung'der‘Gl,‘;g)fﬁ} 

bekommt man schliefRlich

J(x,k) = Minn[R [f(x uk,k) . ,kl + J[f(Y AL , 1) k+1]} (24)2?
, B | | 5

Dlese Glelchung wird Jetzt rekur51v riickwirts gelost angefangen

mlt der Mlnlmlslerung von

J(E,N) = Min {RN(f(EJEN,N), u, N)} ) . ‘;  lf   , ‘(%5)$?}
255 - = D R o S0 o i

Fiir allgemeine, nichtlineare;Probleme gibt es fiir die Ldsung '
keine analytische geschlossene Ausdricke,so daf man eine Aufstel-

lung von Tabellen der Fehlerfunktionen J(x, k) in Abhéngigkeit “ 

von X braucht. In jedem Schyritt sind zwei solche Fuunktionen zu..
speicheru, so daB fir n > 2 (Ordaung des Zustandes) die Speicher- -
moglichkeiten der modernen Rechenanlagen erschdpft werden. Das

ist die sogeﬁénnte Dimensiounsbarriere /BELLMAN 1957, 1961/.‘”'[;f

Numerische Methoden zmur Lésung:

Eine geschlossene analytische Ldsung existiert fﬁrilineare
Systeme und quadratische Fehlerfunktionen /KALMAN 1958/. Man |
entwickelt dann Rekursionsgleichungen. von Matrizen (entsﬁrechend‘i
der Rlca*tl—DLEferentlalglelchung) und es ergibt sich elne groBe
Ersparnis in Zeit und Speicher. Dadurch macht die. Ordnung des
Systems hier keine Schwierigkeiten. o T AR

In anderen Aufgaben wird eine Anndherung der Fehlerfunhtlon" :
durch ein Polénom niedriger Ordnung, so dafB nur die Koefflzlentenif
dieses Polynoms. gespeichert werden miissen. /UDLLMAV 1957, 1961/ A ;
/LARSON 1967/ entwickelt die sogenannte Zustandlnkrementsmethode.j!

D1e dlskreten Systeme werden normalerwelse aus den Kontlnuler-*
A‘llchen gewonnen. Diese Tatsache wird konsequent fir die Dlskre-i!
~tisierung der ZustandsgréBen (Gitter Ax ) und der Zeit (Gltter At)

benutzt. Die Zeit Jt in der ein- dlskreter Wert des Kontrollvekw

- tors u e1nw1rkt ist Jetzt veranderllch und so gewahlt daB Jede

\Zu§tandsvar1ab1e x;  von x. (t) - x (t+&t) nlcht mehr als Ax
.
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iiberschreiten kann, und auBerdem soll gelten - dt £ At (gewﬁhiter
Gitterabstand). Das heiBt

dt . = l 1M;?...’n{‘m\ A‘t} (26)
Hieraus. erglbt sich, dad die Fehlerfunktlon nur fur elnlge

Punkte des Eltters vonr x gespeichert werden muBl. Eine konsequente
Teilung des ganzen Zustaﬁdamaumes in Blocke ergibt eine grofie
Verkiirzung des Speicherplatzes und Rgchenzeit.,Die Methode ermdg-
licht die Anwendung der dynamischen Programmierung auf Systeme
von Ordnung 3 und 4 /LARSON 1967/. ’

- Bestimmung der gesamten Trajektorie:

Meistens ist in der Anwendung der>0ptimierung auf Kontrollsysteme

eine Bestimmung der gesamten optimalen Trajektorie, aus einem

Anfangszustand, notwendig (Simulation des Systemsverhaltens in |

Topt)' Man kann hierfﬁr z.B. eine nominale Trajektorie annehmen,.

S T S

i

und die Simulation auf Gebiete in der Umgebung dieser Trajektorie

beschréanken /KECKLER 1967/. Damit wird wieder eine grofle Erspar-
nis wvon Speicherplatz erreicht. Verschiedene‘andere Methoden
sind in /LARSON 1967 / angegeben.

Sind die Parameter der Strecke quasi-stationdr und ist das
Optimierungsintervall geniigend grofl, so dafl} man anndhernd von
einer stationaren LSsung sprechen kann, werden noch folgende La-

sungen angegeben: a) Erstens benutzt man eine Nﬁherungsmethodeﬁ

im Funktionsraum. Man glbt fir J(x, k) eine Anfangsniherung

(o)(x,

k) und korrigiert diese rekursiv mit Hilfe von Gl.(24),b

b) Zweitens benutzt man oft eine Nidherungsmethode im Kontrollraum,i

in der zundchst eine Ndherung 3&0)

fangsstrategie wird wieder mit Hilfe von Gl.(24) korrigiert,

(x) angegeben wird. Diese An-

und wenn vy

werden /BELLMAN 1957, 1961/.

o)(x)'in einem Bereich liegt, kann Konvergenz erreicht




B). Das Maximumprinzip 'von PONTRYAGIN.

Die Verallgemeinerung durch PONTRYAGIN der klassischen Varia- ;
tionsrechnung fiir Kontrollsysteme mit Nebenbedingungen fiihrte

'zu der Methode des Maximumprinzips. Sie war ursprﬁnglich fir

kontinuierliche Probleme gedacht, wurde aber auch fiir diskrete

Systeme erweitert, mit dem Nachteil jedoch, daBl nur lokale not- .

wenlige Optimalitidtsbedingungen angegeben werden konnen. (Im

Gegénéatz Zurvdynamischen Programmierung).

Es sei wieder ein System
(£} = £lxl(t), ult), &)} - (27"

mit den Nebenbedingungen u(t)eUl fir alle t (zuldssige Kon+roll-
grofen), und x(t)e X . Es sei die Fehlerfunktionale

)
i

- .
J(u, t) =~f R[x(t), u(t), t] dt ' (28) .
A .

und der Anfangszﬁstand x(t ) = =x .
: . o =0

Man bestimme wieder einen zulassigen Kontrollvektor g(t), der
die Fehlerfunktionale (28) zum Minimum fithrt. Die Anwendung des

'Max1mumpr1nz1ps fuhrt das Problem auf die Losung von einem nicht-

linearen Zweipunktrandwertsdifferentialgleichungssystems (Ordnung'

2 n) zuriick /ATHANS 1964/. Allgemein ist die Auswertung dieses
Problems nicht mdéglich, und nur fiir sehr einfache Aufgaben gibt

es eine geschlossene Ldsung. Es haben sich aber einige wirksame -

Methoden entwickelt, die numerische Lésungen erréchnen: Iterative;
Methoden wie die Gradientenmethode /PAIEWONSKY 1964/, Gradienten-—

methoden im Funktionsraum /BRYSON. 1965/ /KELLEY 1960/. Dann ent-
wickelten /KALABA, BELLMAN 1965/ die'Qﬁasilinearisierungsmethode.

(NEWTON-RAPHSON) als Erweiterung der Newtonregel fiir Funktionalen.

Dieselben Autoren entwickelten auch die Methode der Invarianten

Einbettung.

Solche Verfahren finden heute eine zunehmende Rolle in der

Optimierung, weil man mehr und mehr groBe_Digitaianlagen zur



Y OO s

Verfugung hat. Dié Biicher /HO 1969/ und /SAGD 1968/ geben schon
elne gute Brelte von Anwendungen an. Elne aktuelle Uber51cht

uber Optlmlerung m-t elner vollstandlgen theraturangabe flndet 3“
man in /ATHANS 1969/ ' '

‘APPENDIX 1 2 Identlflzlerunqsmethode der klelnsten Quadrate.'

Diese Methode, schon Von GAUSS elngefuhrt und verwendet hat in
den letzten Jahren ein groﬁes Anwendungsberelch in der Theorie

der adaptiven Systeme gefunden. Die Normal'Gleichungen von GAUSS
/LINNIK 1961/ /DEUTSCH 1964/ haﬁen mit der Matrixrechnung eine

geeignete Darstellung bekommen. Die Dntw1cklung der Zustandsbe=-

_ schreibung hat sie auf eine neue Form gebracht. :

‘Fall-l. Statischer Fall:

Es.sei‘ein'Gléfchungssystem
y = Hx+v i (29) .

wobei v Fehler der Messung von y sind. Wie lautet die 'beste"
‘Schidtzung von x . ,
Als Fehlerfunktion.wdhlt man::

I = 3 (x-Hx -~ (30)
d. h. die quadratiSChen'Abweichungén werden mit Faktoren gewich-
tet. Etwa bei Komponenten y wo man weiB, daB der MeBfehler vy
klelner ist, hat man mehr Vertrauen zu der entsprechenden Ab—,

weichung und wahlt groﬁere Gewichte.

Jetzt ist die notwendige Bedingung, daB (30) ein Minimum wird:

d

A3 = H V(x-Hx) = 0
E'vHEx = B Vy
2 - @ywtEvy (31)
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.Falls keine Information iiber die Amplituden des Fehlers vor-

liegt, kann man V = E wédhlen:
A - o '
§ - @wwt Ey - 2)

Bedingung fir diese Losung ist, daB ﬂ? V H eine nichtsingulare

Matrix ist. Fiir die 'ill-conditioned' Probleme (Singularitidt

vorhanden), ist jedoch die Anwendung der Pséudo-Inverse von
/PENROSE 1955/ notwendig. '

Fall 2: Mehrstufi®% MeBprozesse (statisch):

Es werden jetzt verschiedene Vektoren Y; gemessen:

e = Hp X + v, : | ‘33)

und eine Folge von Werten YooeeesXyreeesYy beobachtet. Man mdchte
: 3 :
eine Korrektur von Schritt zu Schritt durchfiihren, immer dann

wenn neue MeBwerte eintreten.

Jetzt lautet die gquadratische Fehlerfunktiqn

(3%)

2
I(x,M) = Z BN S |
= Ve
| —k
und fiir die Ldsung gilt /AOKI 1968/:
A A , T A A : '
Tee1 Ee ¥ By Hen Yopg Wepy — Hioyq & - (35)
fiil“ k = o,l,-.-,N, in der jetzt
. - T P -1 =1
Prer = B - B Hey By BB+ Yogd By By (36)
rekursiv berechnet wird, angefangen mit
f-[\ —1
P o= ' v m] 6
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Diebﬁleichungen (35) haben die Form eiﬂes geschlossenen Filters,.
; x - P . .
in dem die Verstédrkung Pk+1 §k+1 Yor1 des‘Ruckwartszwelges ve?f

dnderiich ist und mit Hilfe von Gl.(36) berechnet wird.

Oft ist die Anwendung von folgender Matrixgleichung vorteilhaft.

MATRIX-INVERSIONS LEMMA 3

BA (38

(a e BT c1B)t = A -aBY (c+BABDH?
Die Anwendung von Gleichung (38) auf Gleichung (36)" ergibt sofbrt;
-1

PR | o i ¥ LS : ' . L  Al n U
2k+1 B .gk' +,§k+1'zkf1~§k+1 "ol By g o "-.(33),

In Gleichung (39) ist die Inversion ‘von einer nxn Matrix notwehélff
dig, in Gleichung (36) jedoch von eéimer mxm. Falls m £ n”wird‘j
Gleichung (36) vortellhafter sein. Falls nur eine Beobachtungs—
gréBe m = 1 gibt, wird dann der Ausdruck in Klammern eine skalare

Grofle sein.

Fall 3: Linear dynamisches System ohne Eihgangsstérungen (w.= o)

Es gilt jetzt:.

X1 = S X e
(10)
RER = Hox vy
Eine Abidnderung der Gleichungénb(BS), (36) fithrt sofort zu-
A A S \ . ' : A !
Ber = G X * Brear Heaq -’Y-k+1[1k+1 - Hep &z (1)
=L Ty-1 . T : ' :
£k+1 = (g)-k Ek g’-k) + L‘k*]_ '!k+1 .Iik+1 , (42)

Hier hat sich eine Verbesserung ein@estellt weil aus (40a)

vermutet wird, daf die Zustandsschédtzung xk+1 zur Zeit tk+1




N

ein Wert Qk R  einnimmt. Der Fehler dieser Vorhersage w1rd mit

dem zweiten Term in (41) kompensiert.

Fall 4: Fall 3 mit Eingangsstdrungen ( w + o)

Man hat jetzt zwei Unsicherheitsquellen w und v, deswegen werden

zwei Termen in der Fehlerfunktion betrachtet:

o N ) PR PR AN
J(x) = Ol e - Hy Ek”V1 ol - &y -’-‘-k-i”wk] - 3)
Vo W,

{=0

Wenn die Amplituden des Fehlers anndhernd bekannt sind, so kann
man wieder die 'sichersten'Glieder gegeniiber den 'unsichersten'
(mit groBeren Amplituden des Fehlers behaftet) stédrker ge-  ”‘
wichten. Fiir ein System mit Eingangsgraﬁen LT das das Glei-

chungssystem erfullt:

— v
Hepy = Gy X ¥ G wy + T
(Lk)
Ty = Ek §k + Xk
ergibt sich die Losung:
A A T v
Tper1 Qk E* Ek B * 2k+1 §k+1 {+1LI{+1 E-1c+1@----vk “1)J (45)
-1 = . T i T . . .
B 7 (El' * 0 By M) o Her Yoerq By - gy

Die Unsicherheiﬁ des Filters vergroBert sich mit dem Glied Ek.
Wir werden im nidchsten Kapitel die stochastische Darstellung
dieser Methode entwickeln, und den sogenannten 'optimalén‘ Filterﬂ
gewinnen, g
Die Methode der kleinsten Quadrate bleibt immer eine giiltige
Alternative, wenn die stochastischen Eigenscuufilen der Storunqen,f:
nicht bekannt sind. Anstrengungen werden neuerdings in Rlchtunh

der mnicht-linearen Identifiziecrung qioxstet /HARTLEY 1961/




P
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_a

-Of‘t ist die direkte Ariwendung von Gradientenmethoden.leichter
als die Methode, die wir spiter betrachten werden. /GIESE 1964/,
/A .ALBERT 1967/. ' s

Eine Zusammenstellung von Identifiiierﬁngsmethoden finden wir
auBerdem in /LEWIS 1965/, '
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2. Das‘FilﬁerungSproblem

2.1 Die éfoahastische'Beschreibung von dynamischen Systemen.

A) Diskrete Prozesse

Ein diskretes System sei von Systemgleichung (1)

o1, = Ll 3o 1, ¥ | -y

beschrieben. In der Optimierung eines solchen Prozesses werden uns

eine Folge von Vektoren

2_(_0, 51, 252, 0 o9 _3_(_1:, "-"’._JSN = (2)

interessieren, die dann als Zufallvektoren mit der Verbundswahr-
‘scheinlichkeitsdichte (V.W.D.)

P(an P SERRRY EN) - “ (3)

be#rachtet werden. Die Angabe von (2) ist ausreichend, um die Folge

stoehastisch voll zu beschreiben.

Die MARKOV-Eigenschaft:

- Die Bestimmung der V.W.D.(3) wird wesentlich erleichtert,‘wenn die
Zufallsfolge (2),die hier aufgefiihrten Eigenschaften besitzt:

d.h., wenn Kenntnis iiber X (exakter Wert von X oder ﬁber'd@e
W.D. p(gk)) vorliegt, dann ist B stochastisch vollstadndig bekannt;’

Es gibt eine starke Ahnlichkeit mit der Zustandseigenschaft eines
deterministischen Systems: hier, auch unabhangig von der Vergangen-v,l
heit, ist die Feststellung von x(0) unter Kenntnis der EingangsgrBBe”u

hinreichend fiir die Bestimmung von x(t) bei t > to.
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°

'AuS'(4) effolgt sofort fir (3):
p(ggo,_:glk,b...,_:_c.N).'= p(gc_N/_:gN_i)"p(zN_l/ggN_2)..~;p(;_1/50)’p(_>50)' - {5)

Die bedingten W'D'~p(§k+1/§k) nennt man auch Transitionsdichten,

die eine dhnliche Rolle wie die Transitionsmatrix spielen.

Sind dié Transitionsdichten alle

Pl /%) = plxg,) | - (6)

spricht man von weiBen Zufallsfolgen, und wenn

Plag,,) = ply) = .o = plx) | (7)

von weillen stationéren'Zufaileolgen.

Beispiel:

Keer = G Xyt Gome ] | (8)
wenn w, eine weifie MARKOV'folge ist, ist §k ' auch eine MARKOV'
folge, weil ' ' ‘

P,/ Eper Xpgaqre x,) = e/ x)

GAUSS-MARKOV Zufallsfolgen:

Wenn auBer der Markov'schen Eigenschaft die entspréchenden Dichten
GAUSS verteilt sind, spricht man von GAUSS-MARKOV' Folgen. In diesem
Fall reicht fir die vollstédndige Beschreibung der Dichte p(zk) die

Angabe der Momenten

X - € { 51{} A
Xy € { [, - Ek] [x, - gk]Tj

(9).




Man kann leicht zeigen, daB eine Gauss-Markov Folge immer vom .

Zustand eines linearen dynamischen Svstems (8) dargestellt wer-f,‘

den kann, wenn die Stoérungen W{ (weiBe Folge) und der Anfangs-—
gLy ) ; - g

zustand xovGauss' verteilt sind.

Wenn s s ‘ ‘ , o
B &} = vl o
: (10
€ { [y - m Il - ‘——’.i:'rljs = M oSy T ’

dann zeigt sich, daB

-n/2 -1/2 ' B M
P(Xk+1/hh) = (2m) l-‘1-{'1:-&-1/1«:1 SR
— T -1 -—
) exp.-{~0.5[§k+1 - --:"-E'k-l-l/k:I §k+1/k[§k+1- zk+1/k] (11)””
mit
8{51“1/3‘-«;} = Baafe = QX t B H (12)

der bedingte Erwartungswert und

~ _ . —:' " - R T
ék+1/k - 8{_[2\-1&1— l‘-k+1/l«:][}—”k+1 zc-1&-%-1/1{] }

T
gk Ek Ek

il

die bedingte Kovarianzmatrix sind.

1 . - 3 3 ’ . ’
lan verwechsle P(§k+1/§k) nicht mit p(x, , ) in der
&{ ke1] = Fy = G Fo*t & B s (13)
By < UL O v B, Wk Sy s S 2 A1)

Dieses Beispiel soll zur Einiibung der Bezeichnungen dienen. Man
merke sich die wesentlichen Unterschiede Zzwischen bcdln@ten und _ 

normalen Momenten.




B.) Kontinuierliche Systemekfﬁ\ﬁ5

.Wir wollen uns hauptsdchlich mit diskreten Systémen beschdf-
tigen, aber wir geben HinWeisé auf dhnliche Ergebnisse bei kon-
‘tinuierlichen, ohne uns in diese Thematik vertiefen zu wollen.

" Die Darstellung von kontinuierlichen stochastlschen Systemen ver-
langt die Anwendung der Theorle der Zufallsprozesse /DOOB 1953/
Eine genaue Ubertragung dieser Theorle auf Kontrollsysteme findet
man in /BUCY 1968/ __ | |
Zufallsprozesse sind eine Famllle {x (m) 8 t'e 1} von. Zufallsva-
riablen Xy die in einer Mengg ¢ indiziert Werden (f ist ein kon-="'
tinuierlicher-Parameter).'Eine vollstédndige Beschreibung des

ProzesSes verlangt, daf man alle moglichen V.W.D,
p(k(tl), x(té),...z x(tN» | (15)

kennt. Fiir ein MARKOV'Prozef ist es etwas einfacher, weil nur

dann die Dichten
plxlt), wlzd) = platedfels)d) pletel)d (16)

fir alle t, 7 im (¢t o’ T) angegeben werden miissen. Bei dem soge-
_nannten weiBen Rauschen wird dann p (> (t)/x(r)) = p(x(t)) fir
alle t,r € (to, T). Dieser ProzeB existiert in Wirklichkeit nicht:

nur annahernd wird man sagen kahnen, daB x(t) unabhdngig ist

von x(1) und zwar wenn t >> T ist. Wenn die Zeitkonstantendes
Systems grofl sind gegeniiber t - %, kann man immer anndhernd so
~ein Prozefl einfiihren. |

Wie vorher zeigt man hier auch, daB ein GAUSS-MARKOV Zufallsprozef

durch den Zustand eines kontinuierlichen linearen dynamischen

sttems‘dargestellt werden kann:

£(£) = AMOx() + B(Ow(e) (17)

in der w(t) (GAUSS) weiBes Rauschen und x GAUSS' verteilt sind.
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Hier tdueht die Schwierigkeit der Darstellung von w(t) auf. Weil.
man von einem weiBen Rauschen spricht (d.h. anndhernd

p(x(f)/x(r) ®. p(x(t)) fihrt man eine Kovarianzmatrix
E{lu(t) =T Iw(x) - TDITF = (). (=1 (18) -

die als GrenzprozeB einer ekpbnentiellen Korrelationsfunktion
mit der'Spitze‘_V_\[t und Abfallzeit T, betrachtet wird:

S ;
w(t) = 2 Tlﬂtf
: x - (19)
lim wit) = ¥W(t)

T—o ,Htam g

Das heiBt, die Korrelationszeit wird unendlich klein und die

Kovarianz gleichzeitig unendlich grofl gewdhlt. Die FOURIER~

Transformierte von (18) ist einfach W, wenn W(t) = W konstant

ist. Deswegen spricht man vom weiBen Rauschen.

Umgekehrt stellt man oft die Frage der Anndherung eines Gauss-
Markov'schen Zufallsprozesses durch eine Zufallsfolge, weil die

:Aufgaben meistens durch numerische Integration am Digitalrebhner

geldést werden. Wenn

x(t) ~ X : k= 0,380, (20)
t_to= kAt

dann wird (17) z.B. durch
x(t+at) = [E+A(t) Ag] :\:‘(t) + B(t) w(t) At - (21)
dargestellt und damit G;.(Ql) mit

eSS Qk E * gk i

- Ubereinstimmt, muf} gelten:



Ea
]

[E + A(t) At] A
| t-t_ = KAt

L (22)
G, = B(t) At'
t-t = kAt
. o .
und w(t) stiickweise konstant
w(t) = w fir kAt < t-t < (k+1)At. (23)

Die .Kovarianz Ek der Zufallsfolge Wy wird jetzt folgende Glei-~

chung erfiillen:

W(t) = M At (24)
t-t_=kat |

Mit Hilfe von diesen ﬁberlegungen kann man lé;cht von Ergebnissen

im kontinuierlichen Fall auf diskrete Systeme schlieflen.

Eine Darstellung von komplizierten nicht-linearen Prozessen ver-

lgngt'allerdings die Einfihrung der'sogenanﬁten Zufallsprozesse

“mit unabh&hgigen Inkrementen (z.B. Wiener Prozef, Poisson-ProzefB).

Man gewinnt dann folgende Darsteliung:
d = A(x) dt + gﬁx)_dg‘

wobei Qﬁt) ein solcher Pfozeﬁ ist. Der Schwierigkeitsgrad steigt
hiermit enorm. Fiir Einzelheiten sehe /HO 1969/,/WOHHAM 1963/,
/KUSHNER 1967/. Von jetzt ab werden wir uns fast nur mnoch mit

diskreten Prozessen beschédftigen.




2.2 Allgemeines Filterungsproblem

Es .sei das System n-ter Ordnung

1 = S lEme we m) ;
: : (25)
Yy = Bl ¥
Wy und Vi seien Zufallsfolgen mit den vorgegebener {'a pr;orﬂﬁ
" Dichten »
| _ .. . e
plw,), p(y) | (26)

und x_ sei ein Zufallsvektor mit der W.D. p(x_)

ﬁ_wk . s jizk”

e N Xy | PR
=== System = Beobachter f=="ms===0>
Bild 2.1

" Im System von Bild 2.1 werden fortlaufend die GréBe u.s Y, berech-

net bzw. gemessen und gespeiéhert. Man bildet.die Matrizen:

Ei_;j '= [Bi, 'Ej_'f'l,.o.,ll-j]
| (27)
Yio; = [oss 2yp0eee0xyd
Zur Zeit t, verfiigt man als Systeminformation Uber die Matrisen

k

4 ank—l waxd Xb*k




Um die Zufallsfolge

End Eys #eny EN}“

stochastisch vollstdndig zu beschreiben, muBl man die V.W.D.
p(zo, Xyseee EN) berechnen konnen. Zu jedem Zeitpunkt tk_wird

man die Dichte

P(zk/ Mo k-1? xoﬁk) (28)‘

auswerten. In den Problemen, die wir behandeln werden, sind

die Kontrollgroflen

wo_, = £lxg_g_qo %-1) | (29)

als Kontrollgesctze angegeben, so daB in (28), ohne Beschridnkung

der Allgemeinheit auch

POx/ By gr Yo = P/ Yoy (30)

geschrieben welden kann. i

Jetzt wird mit Hilfe der BAYES'Gleichung /LEE 1964/ ein Rekur~
sionsschema entwickelt. Wie es in APPENDIX 2.1 bewiesen w1rd,
gilt:

'.IP(EKKXOak)°p(Xk+1/E')°p(xk+1/§k+1)dx
J [Z&nler] ax

p(5k+1/zoak+1) (31)

~k+1

In dieser Gleichung wird p(§k+1/lo~k+1) aus der vorhergehenden

Dichte p(zk/XOﬁk) berechnet. Dazu sind noch folgende Dichten

notwendig
p(§k+1/ x ) = aus (25a) mit Hilfe von p(gk) berechenbar;
p(xk+1/v§k+1) = aus (25b) mit Hilfe von p(gk)‘berechenbari }f

Nas heift, maun Lann rekursiv die 'a posteriori' Dichte

p(-}s-k-:-i/-X

0~k71) rechnen, indci  dic Rekursion mit den Dichten -




np(zbﬁzo) anfangt. Es gilt hier

3@ Heafe

. _P(x /10) ] J [Z_ahlehx'f.]:s‘_dgi_vé*"'
dierbei ist auch p(x ).vorgegében und p(zo/go) aus (25b) mit
Hilfe von p(v ) bekannt. oo ; i
Aus Gl (31) W1rd man Bestlmmungsglelchungen fir dle Momen e dex
' Dichten entwickeln. Allgemein heift es, daB wixr mlt einer uncnd-

lichen Anzahl von Momenten zu tun haben. Wenn wir /L. MEIER 1965/

diese Momente in einem Véktorla) al zusammenbringen, lautet dann
- die Aufgabe der Filterung: . ‘
Qk+1 - ’6) 1 Yiceq) - (33

‘Qk entspricht dem Begriff vom Zustand eines dynamischen Systems.
Leider nur in seltenen Fidllen, wie etwa bei GAUSS'Folgen, wird
dieser Zustand endlich sein. Dann beschrédnkt sich’Q; auvf die Mo-

mente 1. und 2;0rdnung:

6{'—k+1/ xo.-ak+1} —k+1/k+1 ; | (34a)

‘ ‘ - . X ™ _ 307
8{(-’Ekn - -’5k+1/k+1)(-’5k+1 ‘—k+1/k+1) 37 Eertf1ene (3%0)

Aufler diesem Fllterunqsproblem hat man oft mit zwei anderan Tragen

zu tun. Man mochte

= F. .,

—k+1 —1 -2 1+1 : | : (35)
‘auswertén,menn

1) k > i+1 , das heiBt, einige Schritte im voraus. eine Lussage
ilber das mdgliche Verhalten von p(xk+1/10~1+1) machen: Das ist
das sogenannte Prddiktionsproblem (bxtrapolatlon)/LEE 1964/:
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2) k < i+1, das heiBt, aus der zusdtzlichen Information von

nachfolgenden Beobéchtﬁngenm korrektere p(gk/z ) auswerten:

o=*i+1
Das ist das bekannte Glidttungsproblem (Interpelation).

Bemerkung (Kontinuierliche Systeme):

Fﬁrfden Fall der kontinuierlichén Systeme ist eéine L6sung der
Fiiterungsaufgabe wesentlich kompliziertef. Man hat hierbei mit
‘der Bestimmung der Evolution der Dichten p(&,t/x(t}) zu tun.

Es ieigt sich /BUCY 1968/, daB diese bichten im aligemeinen Fall
partielle Diffefentialgleichungen erfiillen, die sogsn. Vorwérts

- KOLMORGORO¥ Gleichung oder FOKKER-PLANCK Gleichungen. ‘Eine einfache
Entwicklung dieser Gleichungen ist z.B. in /L.MEIER et.al.1966/

angegeben. Im speziellen Fall der linearen Systeme kann man noch

_eine’ einfache Lésung finden und die Fokker-Planck Gleichungen
umgehen. Sie sind allerdings der Ausgangspunkt bei der nichtlinea-

ren Filterung.




2.3 Informationstheorie. Entropie

Yenn man das Problem dex Informatiomsverarbeitung behandelt,-
koﬁmt man automatisch auf den Begriff der Entropie., Wenn. x ein
'n—dlmen31onglcr Velctor mit: der chhte p(x) lSv, so definiert

man dle Zntropie von. x als
H = -_fp‘(_:_C) log p(x) ax

Wenn p(Y) GAUSS' vertellt 1st, mit x und X ‘als Momente dann .
wird H: ' :

H = o,’5 log [(2me)™ qet(g)l’-
Es glbi a*so eine dlrekte Verblndung zw1schen Entrop"e und derj-'

Kovarlanzmatrlx, und in der kla551schen Informatlonstheorle wird

H als Maﬁ der Un51cherhe1t iiber die GroBe x verwendet.

Fir den Informatlonszustand‘p gllt dann' A
Hly, g0 ¥) = - pGydly o) log plx/y, ) dx,

Das wichtigstefhierbei ist daB, wenn zWei‘Vektoren statistisch
unébhangig sind, dann dle Entropie der beiden gleich der Summe
“dexr be*den einzelnen . Entroplen ist. Dles ist besonders in der.
Kommunikationstheorie von groBer Bedeutung. Fur Kontrollsysteme'
ist dieSer Begriff allerdings weniger brauchbar: z.B. hat man
oft mit der Summe von ZufallsgréBen zu tun, deren Entropie im
,allgemeinen schwer zu berechnen ist, . ,
‘Solche ﬁberlegungen kann man etwasausfithrlicher in /L,MEiER_.'
Vet;al.1966/ finden. Fiir eine aktuelle Diskussion anderer Ge-
sichtspunkté der Inforﬁationsbegriffe'in der Theorie der Kon~ .
trollsysteme siehe /PETROV et.al.1969/.
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2,4 Anwendung auf 11neare GAUSS—MARKOV Folgen
' Der KALMAN-BUCY'Fllter

Es sei jetzt‘eiﬁ.linearé81system’N-ter Oédnungr

A§k+1‘ s. Qk Ek +f§k\2k fiﬂk ' | . L . (36)
e = B X v me o . | o -(37)
wobel.gk Ek Gk deterministische bekannte MatA;zen 51nd."zk un§
w, seien weifle GAUSS~-Folgen, d.h. wenn

E{xk} C 8{31{'} =9. ."(58_)

(im allgemelnen :l.st d:.es n:n.cht notwendlg\ gilt,

E{-‘-’.-k Xfi = Y iy (392)
AL _ = B by (30b)
€{ e r.’f} = 2 o oy e T (40)

fiir alle i,k Werte..
Diese Bedingung der Unkorrellnrthelt der belden Arten von Sto-'

rungen wird auch spater aufgehoben.f

AuBlerdem sei

p(x ) = N{go g X_f’}. I o (&1)

d.h. .normal (Gauss) verteilt mit den Momenten Eo’ X .
' ; -4

Ahnlich gilt fiir die Stdrungen

p(w, ) = N{Q_, Ek} und pl(y,) = -N{_Q, _J_k} (42)
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In APPENDIX 2.2 wird die Ableitung vollstandig durchgefihrt,

die fiir die Bestimmung dex Dichten

Py / Togerr)
notwendig ist.

Das Ergebnis lautet:

‘Die Dichte plx,,,/y . ,,) wird mit Hilfe von Gl.(31) rekursiv
aus der Dichte P(Ek/lo~k) berechnet. Diese sind GAUSS'verteilt '
mit der W.D. '

_ A T A s e
p(§k+1/z0qk+1) i cgnst°exP'{fo’5(§k+1_§k+1) §k+1(§k+17§k+1{}’ (43)

in der

-g\sk+1 = -E-kfl/lui. = 8{—L+1/Io—+k+1} | | (44) ¥

Beet = Ferr/xan ?6{(-’51@1 k+1)( 41 k+1) /lo k+1)} (45).

Die 1.Momente oder Schdtzungen und die Kovarianzen werden rekursiv

mit Hilfe von fblgenden Gleichungen berechnet:

— - - |
k41 T 91; Fe ¥ Sy o * K1<+1[1k+1 -1<+1(9-1; & Gk “1:3) (45) :
.o o T - k : X
E'k+1 = Xk+1 ~k+1 !£+1 . ;(47)
=1+ §ox 9T . it R
Kier. - e P | B X '-k+1 Hewr ,

Das sind die beriihmten Gleichungén des KALMAN'BUCY Filtérsl'vonﬁ
/KALMAN-BUCY 1960/ angegeben. (Bild 2.2)
.Sie bedeuten eine wesentliche Erweiterung der WILNER'KOLMOGOROV

Theorie. Dort beschrinkt man sich auf die Bestimmung eines linearen
Filters fiir stationire Sjsteme und es wird die Impulsantwort des
optimalen Filters,berechpet, wodurch Stabilitatsuntérsuchungen
schwierig sind. Mit der Zustandsbeschreibung werden diese Schwie=-
rigkeiten umgangen undvzusﬁtzlich wird eimne Trennung der sto-
chastischen Stdrungseinwirkungen von den eigentlichen dynamischen
Eigenschaften der Strecke bew1rkt /KALMAN 1968/, /TREES 1969/
und /SAGE 1968/.

o R,




Diskussion der Filterungsgleichungen (46)-(48):

1. Wie.éuch in Bild 2.2.klar ersichtlich wird, enthilt GL.(46)
zwei verschiedene Terme. Der erste, vor der Klammer,ist nichts
anderes als die Vorhersage des Schitzwertes gk+1 aué gk mit
Hilfe der Systemgleichung (36). Der 2.Term korrigiert diese
Vorhersage mit der Abweichung von dem gerade beobachteten Vek-.
tor y, ..+ Gleichung (46) weist die Fo?m_von'einem geschlossenen
Filter auf, in dem ein Modell der Strecke .nachgebildet wird. Die
Verstérkung des F:i.lters-_lg_k ist praktisch der 'Quotient' der
Varianz des Zustandes und der Varianz der MeBstdrungen. Sind die
MefBstdrungen klein, d.h. kleine Kovarianzen, so kann der Filtér'
dem Mefwert 'vertrauen' und '6ffnet' mehr flir die Korrekturen.
Anderefsgits bedeuten kleinere Werte ‘der Kovarianz des Zustandes,
\daﬁ-die Schatzwerte schon sehr genau bekannt sind, so daB der

Filter sich fur neue hinzukommende Information 'schlieBt'.

=ofzeit

: 1=
=
' | o) I

.Z_fk-rl
P
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2.) Die Kovarianzen werden mit Hilfe von Gleichung (48) rekursiv
aus den Anfangswerten p(§°), p(xo) berechnet. Es gilt fiir t = t
p(x ) ply /x )

ol fur 1 = ' (49)
’ o’ Lo ‘[fzahler]q§ .

Hieraus ‘werden %O und X best;mmt (APPENDIX 2.2). In diesen Re-
kur51onoglelchungen treten w&éer Y; noch u:L Werte auf. Das heifBlt,

die Kovarlanzwerte kdénnen 'off-line', vor Beginn des Prozesses,

berechnet und untersucht werden. Dasselbe gilt fiir die Verstar-

kung des Filters. Y; und u. gehen alleln in die Rekursion der
Gleichung (46) fiir die Schatzwerte ein, die dann 'on-line' durch=-
zufithren sind. '

Dieses zundchst etwas erstaunlicheRErgebnis, wird dﬁrch-die An-
nahmen der Aufgaben festgelegt.

Erstens ist das System linear und man kennt genau die Parameter
Qk, Hk’ Gk der Strecke, zweitens werden die stochastlschen Eigen-
schaften der Stérungen vollstandig angegeben. Unter diesen Be-
'dlngungen schafft der optimale Filter eine Treuanymyg der Ein-
gangs- und Ausgangsstorungen vom dynamlschen Verhalten des
Systems. Dies Sachverhalten werden wir spater im Zusammenhang
mit der Yngenatifigkeit der Parameter und Dichten von Mo My noch
weiter diskutieren.- )

3.) Der Vergleich mit den kleinsten Quadraten (Gl.(1.41) ist
interessant insoweit man feststellen kann, dafl durch Ersetzen
von ¥, . - vkil , M - Wl und B - X die GL.(46),(47) ent-
stehen. Der Kalman-Filter heifit dann 'optimal' beziiglich der-
jenigen der kleinsten_Quadrafé, weil aus den gesamten MeBdaten

die maximale Information herausgeholt wird.

4,) Der KALMAN-BUCY Filter ist hier mit Hilfe der BAYES'Gleichung
"entwickelt worden. Weil alle Dichten Gauss' verteilt sind, folgt
sofort, daB die Schitzwerte x

Kk ,
achtungsgrofen sind (Gl.(46)). Wir sprechen deswegen von einem

lineare Kombinationen der Beob-

linearen Filter. Diese Ableitung ist zum ersten Mal in. einer
Arbeit von /LEE und HO 1964/ erschienen.
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 Andere'Méthodén'fﬁhren auch zu denselben Gleichﬁngen:

. a) Mlt Hilfe der'Max1mum-L1ke11hood' Methode /SAGE 1968/, nlmmt V‘:
bman als leellhoodsfunktlon dle Dichte p(xk/xo k ' o

"b) Mlt der orthogonalen Progektlonsmethode in einem HILBERT Raum‘f95

(d1e ursprungliche Darstellung von /KALMAN 1960/),

_¢) Mit der Methode der 'Klelnsten Quadrate'; das helﬁt durch

v 9 y

M1n1m1z1erung der Fehlerfunktlon
(e - 0 - xkvxo.,k} ST ey

'In diesem Zusaﬁménhang kann man auch den GAUSS&MARKOV'TheprQh;

beweisen und zeigen, daB.die Schidtzungen (46) - (&7) BIAS'Frei  ':f 

und minimaler Varianz haben. (APPENDIX 2.2) /LEWIS und ‘ODELL.
1965/ ‘

'd) Mit Hilfe der Informatlonstheorle. _ ., .
Wir haben hier bis jetzt nur von Filterimg gesprochen. In der’"'w
Literatur hat man auch Ldsungen fiir das Glattungs- und Pra-
diktionsproblem entwickelt /LEE 1964/, /MEDITCH 1969/. .
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2.5 Filterung bei kontinuierlichen Systemen

Die Ergebnisse, die man vorher fiir diskrete Systeme bekommen
hat, kdnnen durch. den Grenzprozef At — O fiir kontinuierliche
verallgemeinert werden. Dabei ist At = tysq~ Py und die Glei-
chung *

§k+1 = Qk Ek.+ Ek Ek < e
geht iber in

x(t, + At) = _(])_k x(t, ) +. 6 ul(t ) + y_v(tkA)

Wenn man beide Seiten mit At dividiert,

X(tk+At)—'§(tk) gk ~ 2 v -k 3 v
= == x(t ) + = ult ) +— w(t,)
At At At , : At
und wenn At - O entsteht schliefilich:
x(t) = A(t) x + B(t) u(t) + w(t)
y(t) = C(t) x(t) + v(t)
Durch Einfiihrung von
W(t) = lim At W _
e (51)
Y(t) = lim At ¥

At-0

lauten die Filterungsgleichungen /HO 1969/:

2 = A R(£) + B(H) ult) + K(+)[y(£)-C(+) (A(H)R(£)+B(t)u(+)]
X = ax+xaA"+w-xcyvtichx

(52)

-

Gl.(52a) ist eine RICCATI Différentialgleichung und ihre Loésung
muf zunidchst diskutiert werden /BUCY 1969/.
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2.6 Korrelierte Rauschfolgen

A) Eingcangs- und Mefstdrungen sind korreliert

In diesem Fall ist z.B..fur
€{ =} =€in) = ¢
die Kreuzkovarianzmatrix
T ‘ .
S dpe = Elmexy bt oo o '

Man kann auch hier die Kalman-Filterungsgleichungen leicht ent-
wickeln. Sie werden etwas umstiandlicher fiir die Programmierung.

/AOKI 1967/.

B) Eingangs— oder MeBstdérungen sind farbig

Eine Rauschfolge kann realistischer dargestellt werden, indem

man sie als Ausgang'e&nés 1inearen S&stems betrachtet, desseh_
Eingang eine 'WeiBe' Folge ist. Zwangsliufig werden vom System
bestimmte Frequenzbereiche gefiltert. Die weifle Eingangsfolge -

wird 'farbig'.

Z.B. fiir die Eingangsstdrungen sei: .

o -
Tiea1” B W Y | (53)

in der Q%: eine weiBe Rauschfolge ist-.

Fir den Zustand des Systems gilt weiterhin:

CEgar T Gy 3 + G e + (5%) ;

Nach der Methode der Zustandserweiterung /KALMAN 1960/ werden

die Gleichungen (53) und (54) in einem System zusammengefaBt mit




* ' = : " ‘
e = [Jar] = [& I E Ze| Y| %t 2] T

. e, s
. . ' |
M+ 9-.;: -Q-k R g £
" - oF L F LS & ‘ . (55)
e T Qk e 8t Qk . 55

Die Meflgleichungen sind dann:

i -3
v = HBox +y = [Hj0lx +v
= E; EE |, V50d

Diese Methode funktioniert hier mnoch gut, weiBit jedoch den Nach-

teil auf, daB der Filter von groBerer Ordnung sein muB.

Wenn die Ausgangs-(MeB)’ Stérungen farbig sind:

a
ev1 T -(I)-k Yo ¥ Sk . (57)

dann fithrt wieder die Zustandserweiterungsmethode zu

K] = [& | & ] (&7 e [ ENOT M
%fi — o e s -—-——-:-—-——5— N e - e ~-+—-— - ams oum wwm)
Pd i ‘
Xk+1 9’ : 3 Xk Q~ 9-|§- gk
_ ¥ op .
Zk+1 - E-— +1} -E] Zpat
Tica1
das heiBt
* # % % ¥ &
Bar = & B G * L | |
’ i b/ ¥ : ' : "s,- (58)\
B 2R = Hp & - '

" Bier sind die Messungen 'ohne' Sto6rungen; d.h. in den entspre~

chenden Filterungsgieichungen mufd !; = 0O eingesetzt werden.
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AuBerdem wird die Rekursionsgleichung fiir zk unter Umstdnden

mit groBen Ungenauigkeitsfehlern behaftet sein. Rundungsfehler

im Digitalrechner konnen hier zu unertrégiichen Ergebnissen
fihren. Diese Frage ist im allgemeinen wichtig: Durch die Run-
dung kann die Filterverstarkung gk stark vom optimalen Wexrt
abweichen. Eine Diskussion von diesen Problemen kann man z.B.
in /CLAUS 1963/ und /BUCY 1969/ finden. AuBerdem geben /BELLAN-
TONI und DODGE 1967/ Methoden um das 'numerische' Rauschen, das
durch Rundung entsteht, zu bekdmpfen.

Aus diesen Grinden hat sich in den letzten Jahren eine andere
Methode entwickelt. /BRYSON und HENRINSON 1968/.

Man fihrt eine Grofle

L B a ‘ - v
Sie = Mpap - Y X (59)

ein. Wie in /HO und BRYSON 1969/ abgeleitet wird, entsteht eine
MeBgleichung in sk (statt in 1{) mit einer Meflrauschfolge, die -
mit der Eingangsfolge W, korreliert ist. Dieser Fall ist in A)
genannt worden. Der Filter hat die Vorteile, daB die Ordnung

bei n bleibt und die Rechnung der Verstérkﬁngen und Varianzen
keine Schwierigkeiten mehr bereitet. Aus der Gleichung (59)

sieht man aufllerdem, daB die Schatzung des Zustandes einen Schritt

voraus geht, d.h, in Wirklichkeit hat man hier mit einem Ein-

schritt-Glattungsprozell zu tun.

Far kontinuierliche Systeme muBl man immer diese Methode be-

nutzen, weil in Gleichung (52b) die Inverse von V immer vorhan- - Q
den ist. Eine Erweiterung des Zustandes kommt deswegen nicht | i
in Frage /BRYSON und JOHANSEN 1965/. Die Methode wird in /BRYSON
und MEHRA 1968/ allgemein dargestellt.

g e e -
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2.7 Nicht-lineare Filterung

Das'allgemeine'Filterungsproblem Gl.(31) fand fur lineare
Systeme eine einfache Lésung G1.(46) - (48). Allerdings sind
fast alle Probleme; die in der Praxis behandelt werden miissen,

stark nicht-linear,so daB eine allgemeine Lésung von G1l.(31)

notwendig ware. Dies ist jedoch eine sehr komplizierte Aufgabe,

die auch nur angenahert geldst werden Kann.

A) Auswertung von Momenten der Dichten p(§k/z )

00—l

Im Prinzip sind alle Momente notwendig, um‘eine genaue Bestimmung
der 'a posteriori' Dichte zu erreichen. Man hofft allerdings, daB
man mit einer kleineren Anzahl auskommt. Sizd die urspringlichen
Dichten p(ﬂk) und p(xk) Gauss' verteilt, so werden die ‘'a poste-
riori' Dichten allerdings einen allgemeinen Verlauf (Bild 2.3)

I\ aufweisen. Das 3.Moment, MaB fir
Pé@éb*k) die Schiefe, muf dann aﬁf jeden
Fall berechnet werden.’ '

In /SORENSON und STUBBERUD 1968/
ist eine Methode angegeben, die
versucht, eine solche allgemeine

Betrachtung zu umgehen. In dem

e =:Fa}.l,‘daﬁ die Nichtlinearitaten

Ix
e ’

X, Xy Xu .als'schwadh“ angesehen werden
konnen, wird man die 'a posteriori'
Bild 2.3 Dichten durch GAUSS'Dichten noch
annahern kdnner. Um die notwendigen Korrekturen zu bekommen, be-

trachéem man

T
e T O 2 + X M ox +tw

(60)

T .
B, X v&5 8,2 ¥ 5

"d.h., es werden zu den tiblichen linearen Gleichungen gquadratische

Yy

Glieder eingefithrt. Dann werden aus Gl.(31) direkt die zwei
ersten Momente der Dichten berechnet. Die Gleichungen, die man

dann bekommt, sind denen der Kalman-Filterung &hnlich. Allerdings
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i
wird festgestellt, dafi die Varianzen der Schatzwerte zk nicht

mehr von den Beobachtungen unabhingig sind. Die entsprechenden

Matrizen des im Filter benutzten Systemmodells werden auch

unter Beriicksichtigung von G1.(60) modifiziert.

Untersuchungen zeigen jedoch, daB der EinfluB von starken Nicht-
linearitdten mindestens die Auswertung der Schiefe verlangen.

In dieser Richtung ist bisher wenig untemsucht worden und es
erscheinﬁ hier eine groBere Anstrengung in der Zukunft notwendig.

&

B) Das linearisierte Kalman-BucyrFilter 1.0rdnung.

Die wesentlichen Vorféile, die diie Kalman-Filterungsgleichungen
besonders'fﬁrdig Programmierung aufWeisen, fiihrten viele Autoren
dazu, sie auch anndhernd fur niéht-lineare Systeme zu verwenden. 
Zum ersten Mal werden solche Versuche von /SCHMIDT et.al.1962/
in der Raumnavigation unternomméen. Dann ist von /JOSEPH 1962/
eine andere Anwendung ausgearbeitet worden, die wvon /JOSEPH 1963/,“

in den Experimenten von Ranger VI und VII verwendet wurde.

Es sei das System

Br = £k ¢, - o)
Ly = Bﬁzk’k) * Yy

Man linearisiert das System mit Hilfe von einer Tavlor-Entwicklung

um eine nominale LBsungﬁx(O)(t):

?ﬁ];ﬁ_l ,':.?_Cl(czl*'v,: _f_. ( )ﬁ"(;"_»k-gc_}(co)) + 0(.0) + wpe
~k _ o %
e (62)
(o) v ’
Ye R X 7 b ‘ ’
i zk;zéo)"(zk - xéo)) + 0(...) + v

wobei




V, £ R U e (63)
S (o) ij | 8 ox, . *
RS NESN J
h . (o) ,
Vf&f _ (o) _ h(o) _ ahi(xk 1) - (o) (64)
75y =1 %43 [ 7 oy e .

Die nominale Trajektorie soll die Systemgleichung (61) erfillen,

indem w, , ¥, = 0 gesetzt werden. Dann kann man (Gl1.62)) umschrei-
ben in
L (o) (o) plo) 4 (o)
= X - X ~ B + W
—k+1 k+1 e+ 1 Py i K (65)
(o) _ (o) (o) (o) '
by S TR £ 7 v A%y AT

wenn die Glieder hdherer Ordnung vernachlassigt werden. Fur
dieses lineare System,in den Abweichungen des wahren Zustandes
von einer nominalen Trajektorie, konnen wir jetzt die Filte-
rungsgleichungen (46) - (48) verwenden. Man spricht dann von
einem linearisierten Kalman-Filter 1.0rdnung, oft auch von einem

KALMAN-SCHMIDT'Filter. Viele Arbeiten sind inzwischen iiber die<

Gultigkeit dieses Filters geschrieben worden. Hauptschwierigkeiten

fir ihre Konvergenz bilden folgende Punkte:

1.) Starke Rauschamplituden, besonders starke Abweichungen im

Anfangszustand X, konnen den Filter zur Divergenz bringen.

2.) Starke Abweichungen von dexr nominalen Losung sind auch kri-
tisch.

Die nominale Trajektorie kann unter Umstanden unbrauchbar sein.

/MOWEREY 1965/ gibt hierfir eine iterative Korrektiomsmethode.
(o)

Nach der ersten Linearisierung um den Wert X bestimmt man

A (o)

5 . 5 Nlo
ein x . Jetzt wird eine 2.Linearisierung um ﬁé ) vorgenommen
und damlt eine neue Schatzung \( 1) gewonnen. Dieser ProzeB kann’
beliebig wiederholt werden bis- eine Konvergenz eintritt. Nach-

teilig ist allerdings die groflie Rechenzeit, die man braucht,




weil die Filtér in 'real-time' arbeiten sollen. S Of
/ATHANS et.al.1968/ benutzen nur 9 Schritte in so éiner Iteration
und stellen eine wesentliche Verbessérung gegenﬁberbdem 1-Schritt—
Filter fest. v '

Eine andere Mogllchkelt wird in /LARSON et.al. 1967/ beschrleben.
Die Systemglelchungen werden um die geschatzten Werte Ek und
Pfi?iktionswerte “k+1/k en%w;ckelt. In Gleichunf (62) wird dann
%, ~ durch X und Xy 4q dureh xl+1/k = £(x,,k) 1-Schritt-
pradiktionswert ersetzt. Eine ausfiihrliche Behandlung dieser Me-
thode mit einer Simulation des Binfithrungsbeispiels (Kap.1)

wird dort durchgefihrt.

Hier hangen aber die Verstarkungsmatrizen des Filters von den

ceschiatzten Werten ab, so dafl die Rekursion der Gleichungen (47)

und (48) nicht in einem Vorstadium durchgefithrt werden kann. Im
Falle der nominalen Trajektorie sind die Matrizen Q‘O) Eéo)
von den Werten x(o)(t) abhiangig und kénnen im voraus berechnet
werden. Diese Schwierigkeit versucht auch LARSON zu umgehen,
indem verschiedene typische Experimente durchgefﬁhrt werden und
dann fiir den echten Fall. vorberechnete Werte der Verstarkungen
verwendef werden, die mit Hilfe der Llelnsten Quadrate. aus

dem vorhergehenden Simulierten berechnet werden.

Wir sehen schon, dafl diese Art von Methoden speziell fir jede

Aufgabe entwickelt werden muB.

C) Das linearisierte KALMAN-BUCY Filter 2.0rdnung

Die Form, in der zuerst die Filtergleichungen in B) erweiteft
wurden,vverlangt aber eine nihere Begrindung. Zwar hat man ihre.
Giiltigkeit oft in Anwendungen feststellen konnen, jedoch in
vielen anderen Fallen Divergenz beobachtet. '

/BRYSON und FRASIER 1963/ versuchen zum ersten Mal, die Filter-
gleichungen aus einem Minimisierungsproieﬁ zu bekommen. Solange
das System linear ist, sind verschiedene Typen von Schitzungen

identisch. Z.B. in Bild 2.3 werden dann die 'maxlmum-leellhood--
Schatzungen 3

X, mit der Mlnlmum—Varlanz-Schatzung x (Minimum gﬁf;‘
rir €ff|x - &

9
A
ll} ) und mlt der Mlnlmum-Fehlerschatzung SRR |
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(Min.Max |x - %| oder Mediane) identisch. /LEE und HO 1965/.

Das ist allerdings nicht mehr der Fall fiir nicht-lineare Systeme.
/COX 1964,1965/ betrachtet dieselbe Aufgabe wie BRYSON und ver=-'
sucht im Gegensatz zu ihm (dort war ein Zweipunktrandwertspro-
blem zu 18sen) eine Ldsung mit Hilfe der dynamischen Program-
mierung zu erhalten. /FRIEDLAND und BERNSTEIN 1966/ korrigier-
ten einige Ergebnisse dieser Arbeiten und fithrten Glieder 2.0rd-
nung ein. Diese Idee findet in /ATHANS et.al.1968a/ eine aus-
fiihrliche Behandlung. ’

Wenn es allgemein gilt:

£(x) - f(_}s(o)) + Q(O) (.}.C_-ZC.(O))"' 0,5 Z;lj .21(35—;‘1(0))’1‘_1”_1‘3(_0)(5-5(0))

(66)
in der . o .
¢ 9f.
| %5 |y (0) |

(o) | 0%, | '

M, = { —te } (68)
* @xiaxj K

_qu(q) . 3

und e, der Einheitsvektor [O,Orﬁ,l,Or",O]T ist.

Die Ergebnisse liefern allgemein eine besSere Leistung des
Filters 2.0rdnung im Bereiche, in dem die Nichtlinearitaten
starker werden.

In /ATHANS/ et;a1.1968b/ werden Vergleiche der beiden Filter
durchgefithrt. In /NEAL 1968/ werden mehrere Methoden gegeniiber-

gestellt und interessante Ergebnisse angegeben.
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AbschluBbemerkungen

1) Eine nihere Untersuchung des linearisierten Filters verlangte
die Einfiihrung von Fehlerfunktionen, um auch Vergleiche durch-
fithren zu kdnnen. Fiir nicht-lineare Filterungsprobleme wird
allerdings die Form und Qualitit der Schitzungen stark von den

gewdhlten Fehlerfunktionen abhéngen.

2) Bei linearen Systemen sind die Filterversf&rkungen von Ein-
gangs~ und gemessenen Ausgangsgrofien unabhﬁhgig. Das dist hier -
nicht mehr der Fall. Wir hatten fast ausschlieBlich den Fall

mit n = 0 angegeben. Jedoch ist zu erwarfen, daB die Beobacht-
barkeit von nicht-linearen Systemen, stark von den Eingangsgrofien
abhingen wird. Die Wahl dieser EingangsgréBen hangt zusatzlich
von der Losung einer Optimierungsaufgabe ab, und wir werden

im nachsten Kapitel feststellep, dafl beide Operationen im all-

gemeinen voneinander iiberhaupt nicht getrennt werden diirfen.

- Wir sprechen wieder von einer dualen Wirkung der Eingangsgrodfien.



2.8 Suboptimale Filterunc

Einige Beispiele von suboptimaler Filterung haben wir bereits
im vorangegangenen Paragraphen, im Zusammenhang mit der nicht-
linearen Filterung, angegeben. Hier wollen wir von anderen
FragenISprechen, in denen Niaherungen noch eine annehmbare Ver-

schlechterung der Funktionsféhigkeit-des Filters verursachen.

2,8.1 Filter niedriger Ordnung

Der Rechenaufwand eines Kalman'Filters steigt mit der Ordnung
des Systemmodells. Es sind deswegen verschiedene Versuche un-~
ternommen worden, die hauptsachlich von Filtern mit Systemmo-

dellen niedriger Ordnung'als das System selbst ausgéhen.

A) Die Methodé der Zustandsteilung

Der Zustand x, wird in verschiedenen Unterzustidnden 5; geteilt,
die miteinander stark gekoppelt sein kﬁnnen. Eine Schatzung des
Systemzustandes.§k wird aus den,vopeinander getrennt geschatzten
Teilzustanden 5; berechnet, weil der Rechenaufwand fur mehrerg
Untersysteme kleiner ist als fir das urspringliche System

n-ter Ordnung. Diese Methode wurde zundchst von /JOSEPH 1963/
eingefithrt und dann von /MEDITCH 1964/ und /PENTECOST 1965/
weiter untersucht und verwendet. Eine einfache Darstellung der
Methode findet man in /AOKI 1967/ und /BUCY 1969/.

Der j-ter Teilzustand Ei ist mit X durch folgende Gleichung

.xk__ —" __]_ J i .y

Es gilt dann im optimalen Fall,

A _ Ad B

Fiir die verschiedenen Teilzustande verwendet man die Kalman-
Filterungsgleichungen: (Siehe APPENDIX 2.2 fiir einen Zusammen-—
hang zwischen % und % ):

ang SWLETROR X e /k-1""
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o I o 3 i ~u 3 -
B eer = Bgey * e 2 [y = By Byl (71)
Die Zustandsschidtzung setzt man aus den Teilzustandsschatzungen

Zusammen:

J=1
- % '+2"-"1 dxdsd]r - 2,1 d(72)
= FEgeq [j=1 £ E 2 Yieq ” Heg Eeeqd 7
und hieraus ergibt'siéh fiir den suboptimalen Filter eine Ver-
starkung
* Lo i i Rl |
K, = Eg k) B (73)

Die Teilverstidrkungen gﬂ werden #hnliche Gleichungen erfiillen
wie Gleichung (47). Man kann auch die Verschlechterung.des

Filters rechnen.

B) Systemmodell niedriger Ordnung

In /AOKI 1964/ wird eine Methode fiir die Optimierungsaufgabe
eingefiithrt, in der das urspriingliche System von Ordnung n,

in einem anderen niedrigerer Ordnung, durch eine lineare Trans-

formation, iuberfiithrt wird. Die Opfimierung wird dann in diesem
'konzentrierten' System durchgefiihrt (Agregationsmethode).
Ahnliche Gedanken sind in /AOKI und HUDDLE 1967/ fiir die Fil-
terung zeitkonstanter Systeme‘verwendet. Die Methode ist nichts
‘anderes als eine Erweiterung der Gedanken des'OBSERVERS '
/LUENBERGER 1964/ fiir stochastische Probleme. |

Es seien wieder die Systemgleichungen (36)-(37). Man bildet

ein anderes Untersystem

Zrhq = Az +By +Cu | - (74%)
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in dem z, ein (n-m) Vektor ist (n Ordnung des Zustandes x,

2i
m Ordnung von y). A, B und C seien zeitkonstant.

Man versucht eine Schatzung X, aus
® = Mz +Ny . | (75)

zu gewinnen, so daB wieder die Kovarianzmatrix desiFehlers
8{(3—{-1: - _gk) (_:_ck - I_\}gk)'T} ein Minimum erreicht. Dafiir werden ver-
schiedene Bedingungen fiir die Matrizen A, B, C, M und N.aufge-
stellt. Darauf istinachzupriifen, ob die erhaltenen Filterglei~
chungen im Aufwand noch zu erfragen sind. In /AOKI'1967a/ wird
dieser Vorgang mit Rechenbeispielen geschildert, Ein grofier
Nachteil ist allerdings hier, daB die behandelten Systeme sta-
tionar sind.

In manchen Systemen tritt. eine andere Situation auf. In der
Optimierung interessiert man sich hauptsdchlich fir einige
Zustandsgrofen E%;; (die dominanten Komponenten) und Petrachie?
die restlichen X als sekundér‘und Te%i(i%nes Untersystems.
Man wird versuchen, mit einer Schatzung X auszukommen., Diese
Idee entwickelten /HUDDLE und WISMER 1968/, indem das System

in folgender Weise geteilt wird:

(1)

He1 T Fi+a = QX v 7 oyt (76)
(2) '
—§k+1 9
mit N
(1) _ (1) _(1) (1,2)_(2) (1)
Epe1 - e Fy o I B v8 B v E )
, 77
(2) _ 4(2) _(2) El(f-), _

Zr1 T o Eg
Fiir das Beobachtungssystem gilt:
_ (1) 1 (2) (1)
Y = [-I:I-k .- ] ¢ T Y (78)
. A .

?.21({2)



Der Filter wird auf das Modell bezogen:

(1) _ (1) _(1) - %
Xepr = Q0 xS+ G w o+ e (79)
(1) _(1) *
Ty = oEp & Iy

Dabei solleh.gﬁ und xﬁ als Abidnderungen der urspriinglichen Rausch-

groBen W, und v, verstanden werden:
* (1) (1,2)_(2) :
AU Yy a0 L569)
s _ (2) _(2)
Ve TN v H X

552) wirkt wie eine zusdtzliche Storung, die eine Koppelung

zwischen My und A2N verursacht. Es ist hier wieder notwendig, ein.
Urteil iber die Verschlechterung des Filters abzugeben. Weil

die Zustandsgrodfien zéz) gar nipht bekannt sind, werden auch -die
stochastischen Eigenschaften der Storungen unbekannt bleiben,

so daB .unter Umstinden eine fortlaufende Anpassung des Filters
als notwendig erscheint. Diese und ahnliche Probleme'motivieren-

die folgenden ﬁberlegungen des adaptiven Filters.

2.8.2 Adaptiver Filter

Optimal funktionieren die Kalman-Filterungsgleichungen, wenn
alle angegebenen Bedingungen erfillt sind. Jedoch viele sind

die Ursachen einer Verschlechterung des Filters:

1) Die 'a priori' - Dichten der auftretenden Stdrungen sind

meistens nicht genau bekannt. Zum Beispiel die Systemstarungeh
W, sollensunter anderem,Ungenauigkeiten des Modells beriicksich-
tigen (siehe Einfilihrungsbeispiel), und eine Angabe iiber diese

existiert meistens nicht.Andererseits konnen Vereinfachungen

des Modells, wie oben angegeben worden’sind, zu Gliedern ﬂi, 3%?‘

G1.(80) fithren, die eine zusatzliche Abschitzung verlangen.
Sehr oft werden diese zu korrelierten Folgen fihren, die'dann

eine Abanderung des Filters im Sinne von 2.5 erfordern.
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.2) D1e Parameter des Systems Qk’ Hk’ gk sihd nur in ééitenen“‘

.‘Fallen in der Praxis als bekannt angegeben. Zunachst 1n der
'Aufstellung des mathematlschen.Mcdells der Strecke, werden Ver-E
Vschledene Faktoren vernachla351gt, um nicht unnotlg die Ordnungf?
- des Zustandes zu vergroBern. AuBerdem 51nd meistens die, Systeme‘

‘nlchtllnear und eine Llnearlslerung um dle nomlnale Losung 1st
rforderllch. D1e dabei- entstandenen Matrlzen‘g(o) :Eéo)‘. (o);  '

G1. (63)-(64) sind zwangslauflg mit Fehlern behaftet. Stdndige

nicht kompen51erte Abwelchungen in dlesen Matr;zen nennt man,off

- BIAS(systematische Fehler).

Aus diesen Griinden ist eine Untersuchung der Fehlérﬁbertraguhg
im Filter empfehlenswert./SOONG 1965/ untersucht, fur 1.Schritt-
Filter (klassische Dérstéllung), das Verhalten der Kovarianz-
matrix der Schiatzungen auf Grund von Fehlern in den ‘'a-priori'-
Dichten (Fall 1). Diese Idee ist fiir den Kalmafi-Filtss von
/NISHIMURA 1966/ bearbeitet worden. Dort sind Rekursionsglei-

chungen fiir die Abweichungen entwickelt:

ba b
.I.?'.k = .)_Ck - i
‘bo b o
..E..k = A ™ 2
ao a o
_Eik = e ™ &

o

o b
in denen.}k 5 gk Xk folgende Matrizen sind:

die optimale Kovarlanzmatrlx des Filters bei korrekter i

A%

Angabe der 'a~-priori' Information j;

~die berechnete'KoVarianzmatrix; Gl.(48), wenn falsche

A

la-priori' Information vorliegt;

o

= die aktuelle Kovarianzmatrix

x. = &fix - Bing - 827}

in der §k mit falscher ‘'a-priori' Information berechnet wird.
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Aus den entwickelten Gleichungen werden»Bedingungen_fﬁr'dié”
Beschrinktheit der Abweichungen angegeben. .
Fiir einen dhnlichen Fall, wie in der G1.(79), gibt /PRICE 1968/

‘die'Untersuchung dieser Abweichungeﬁ an. Es werden ganz konkrete

Methoden angegeben, um in diesem Fall noch brauchbare Ergebﬁisse

zu erreichen (z.B., wenn der Teilzustand _.2) unstabil ist,
kdnnen unbeschriankte Stoérungen w: ,in auftreten). In /JOSEPH

A 1963/ und /AOKI 1967a/ werden dhnliche Untersuchungen fir Ab-

weichungen der Matrizen Qk’ S B (BIAS—Fehler),angegeben.

- Diese Gedanken sind insofern unbedingt erforderlich, daf unvore-

sichtige Annahmen zur Divergenz des Filters fithren koénnen.

‘Nehmen wir an, daB ein starker BIAS-Fehler in den Modellglei-

chungen vorhanden ist, und daB eine zu‘opfimistische, also . -

meistens sehr kleine,'Kdvarianzmatrix V. gewdhlt wird. Die vom

—k
Filter verwendete Xk-Werte werden schnell sehr kleln und aus

Gl.(%7) -erfolgt, daB auch die Verstirkung des Fllters ab51nkt.
Der Filter 'schlieBt' sich fiir die neuen hlnzukommenden gemes~
senen Ausgangswerte Y+ Dadufch’ﬁﬁnnen'starke Abweichungen der

geschatzten & zZu X d.h. zu grofie aktuelle Varianzen Xk vor—_

- kommen, die in keiner Weise im Verhdltnis zu den berechneten

b
zk'stehen. Verschledene Untersuchungen smnd in diesem Gebiet

" besonders in Belsplelen der Raumforschung entstanden., Die beste

_Mogllchkelt ‘ist natiirlich eine feimnere Beschreibung der Strecke
zu wdhlen (siehe Einfiihrungsbeispiel), womit sich sofort die

‘Ordnung des Modells vergroBern wiirde, Um das zu umgehen, ent-

standen die sogenannten Adaptiven Filtér, in denen standige"

Anpassungen durchgefiihrt werden.

1) ANPASSUNG der 'A-PRIORI' DICHTEN p(w, ) p(y,)

/PINES et.al.1964/ und /SCHLEE et.al.1967/ entwickelten eine .
Méthode, in der eine iweckmassige Wahl der SyStem- und MeBstSQ
rungen fiir'das Filtermodell getroffen wird. (Aus den Gl;.(80)
kann das erfolgen, wenn einige Annahmen fur kﬁ 2) existieren);
Oft wird die Verklelnerung der Verstarkung einfach durch Ver-

kleinerung der Matrix YV, erreicht. Noch wirksamer kann eine Ver-

‘groflerung von Ek sein., Der Filter wird gezwungen, sich zu ‘'6ffnen'
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/IAZWINSKY 1968a/ fithrt eine stdndige Korrektur dieser Varianzen,

so daB die Quadrate'der vorausgesagten Residuen

Spa1 T Lge1 T 8{1k+1'/ -Xo—-»k}

konsistent bleiben, d.h.

e13+1 = 8{e§+13i

Die hieraus ermitteiﬁen Varianzen sind Funktionen der Beobachtungen

und selbst ZufallsgrdBen, so daf nur durch Simulation die Giite

des Filters untersucht werden kann.

2) ANPASSUNG DER MODELL-PARAMETER Qk’ H., Gk

In einer Niherung, wie die der G1.(79), kann es unter Umstinden.
zweckmidssiger sein, mit anderen Parametermatrizen zu arbeiten als
dort. Will man den Zustand nicht erweitern und fithrt die Anpassung
der Kovarianzen Ek und Xk nicht zum Erfolg, dann bleibt nichts
anderes ibrig, als die Modellparaméter Qk, gk,_gk neu zu bestimmen. '
/COSAERT und GOTTZEIN 1967/ untersuchen ein adaptives Modell mit

Hilfe der kleinsten Quadrate.

3) Gleitender Filter ;
/JAZWINSKI 1968b/ {ibernimmt die schon von /KISHI 1965/ angegebene

Methode der Gleitung. Um die Divergenz zu vermeiden, benutzt man

nur M—Schmltte der Beobachtungen Yy Mok ! d.h. ein gleitendes Beob-

achtungsintervall. Man ermittelt die Dichten

P (Ek/ Ik-Ma,k)

mit Hilfe der BAYES-Gleichungen. Man wird praktisch zwei Kalman-
Filter benutzen miissen, womit eine wesentliche VergroBerung des '

Rechenaufwandes entsteht.
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APPENDIX 2.1 Entwicklung der allgemeinen Filterungsgleichung

Es ist
Keer = Hlx, v, w) (81)
Xy = b (x,¥) : ‘ - (82)

und p(w i p(v 3P p(x ) seien bekannt.
Gl.(31) ist =zu bestlmmen. Hierfiir benutzt man d1e BAYES'Gleichung.
Zunachst gilt

P10 Ypeaq )/ X y) P(Ee 1/ Dacnr r Xomne) P aeat /o)

= p(xk+1/io—»k+1) P(_Y_ +1/x0—->k) | (83)
woraus: o
| px 4 9% 01/ Y0 )
p(5k+1/xoqk+1) - X1 Dc+1/ Lok _ | (8%)
‘ P L1/ Yo
andererseits ist
p(?—(k-l-l’zk+1/xo—’k) = jp(zk’ ’—‘k+1’ik+1/lo.»1:) e (85)

und

p(zk’§k+1’xk+1/xoak) = 'p(§k+1’xk+1/zoak’§k) P(xk/I qk =

p(xk+1/ibek’ Ek+1’§k) P(Ek+1/xbak’§k? p(zk/xoak) =

P(lkﬁ/’—‘kﬂ) p(x /%) plg/y, ;) | (86)

wegen der Gleichungen (81) und (82).
Jetzt setzen wir (86) in (85) und_(85) in (84) und bekommen die
gewlinschte Gleichung (31).

Man merke dabei, daB

P(iku/lo—»k) = fp(§k+1’1k+1/iq—»k) X hq



APPENDIX 2.2 Entwicklung der KALNMAN-BUCY'Filterungsgleiochungen

Man kann mit der vollstdndigen Induktionsmethode folgende Ableitung

durchfihren. () ( / )
P\ DAY /X%
1) p(};o/xo) = -2 2.2 (\87)
 F ’p(x_o). .

ist GAUSS'verteilt, weil p(zo)'und p(xo/go) auch GAUSS'verteilt
sind. Es gilt also

N A T '
P(Eo/lo) = CONST.exp-(-O,5(§O” %o)iﬁoi (x,-x,) } (68

in der 2 . go leicht aus (87) berechnet werden.

(o]

2) Man nehme an, daf p(ﬁi/xoﬁi) auch GAUSS'verteilt ist. Es gelte

plefy  } = CONST.exp.{—O,E)'(ggi—_?gi)T _f‘ggi(ggil-f:_c_i)}. (89)

=i/ “o0—i
3) Man zeigt mit Hilfe der oben abgeleiteten Gl.(31), daB dann

auch

(x. ../ ) = CONST.exp.J-0,5( % TxT1 o X )
PR 1/ Xomivr’ © 'exP'{- 0 Ei ) Ry (B }

(90)

Hierbei entsteht eine Gleichung

LTV

CONST fp(_:_c_i/lo_)i) p(§i+£/§i) p(_y,i+1/_>gi_+1) dx,

.CONST.erxp.{-O,B Ei} dx. ‘ | (91)
E. wird ein komplexer Ausdruck in x_, . sein. Durch Vergleich
=i =i 1+1

von Komponenten, nach der Integration in (91) kann man die Filte-
rungsgleichung (46) - (48) bekommen.

Wir wollen die Ableltung anders durchfuhren, weil hier eine dlrekte

Verbindung mit den ursprungllchen 1-Schritt- Pradlktlonsglelchung 5 ;fi
von/KALMAN 1960/ entsteht.
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Gl.(31) kann man auch auf folgende Form schreiben:

Py, 1/ X4q) P (-’51c+1/ Foic)

p(l-:'.'c-i-i/io—ﬂﬂ-l) . - (92)
_ f[Zahler] dx i
Es sei jetzt angenommen, daB p(~>£1c/lo-+1c) G1.(89) erfullt.
Hieraus bestimmen wir p(z‘:k-i-l/lo—»k):
Herr T -(P-k Xt —qk Y ¥ T
und
6 {-‘?-k-!-l/xo_»k} = ng{-}—:k/xo—»k} * e{ﬁk/xoélc} N 9—1& L =
9y Hefre * Gy B
Definitionsgemall gilt dann:
-)-:k+1/k = g{-‘-\:k+1/-y-o-»k} = -(P-k -}Elc/k * -gk S (93)
Fiir die Kovarianzmatrix gilt:
-}Ek+1/k - 8{ [2-:1{4'1 - 3-Lk+1/1~:][‘\:'k+1 - 3-'k+1/k]/'y"0—7k} (%)
Ze1” Fkr1/x T Gy 2+ Gy v - O B/~ G By =
= O (xn - x50 +w (95)
Gl. (95) in G1.(94) eingesetzt:
_ ' S v T 7T = T _
Xer1/x = & {-‘i’-k(?—ﬁc" X /1c) (- X /i) 4/ xo-’k} +E{wm wm } =
- s T |
- Q-k -ﬁc/k -Q-k * Hk ' (96)

Es ergibt sich dann fiir die Dichte p(x, /¥, ;)¢

- \ ) -1 . T :
Pla, /Yo y) = CONS'I'eXP'{ "o’5(-’-‘1:+1'3-‘1<+1/k)>—(1..:+1/k(l‘-k+1"35k+1/1:) } T

(97)

e iaring 1ot oG storon T
T N A | o ST et

S R A




- 64 -

Auflerdem gilt:

P(Ik+1/’—‘k+1) o BT exP'{ -0,5 | Fiee1™ Hieeq -’Ek+1”V-1 } (98)
: - AL :

Durch Einsetzen von GL.(98),(97) in (92) ergibt sich:

| ' ' 3 , .
plx /¥ j.4) = CONST.exp. {-o‘,s Ekﬂ} | - (99)
in der
2 2
Bier = i S X /i S 2l g | Yiea1™ Hieg Zeaqll .1 (100)
- Zer1/k Vi1

Aus dem Vergleich mit G1l.(91) soll sich nach der Integration genau
dieser Ausdruck ergeben. Mit der Einfuhrung von §k+1/k und
§k+1/k sparen wir uns diese umstandliche Operation.

Jetzt werden die Glieder in Gl.(100) geordnet und es ergibt sich:

P(Xyy1/Xo peq) = CONST exP’{°’5 I 2pq- 3—‘k+1/k+1” » } =
' Ziev1/ke1

= CONST exp.{ -0,5 | Xew1” Qk E?/k- B B~ 5k+1[xk+1- Hevt (101)

@y X *+ G Ek)]Hz Tyt Ty
s by B B

und aus dem direkten Vergleich, die Kalman—Filterungsgleiéhungen

(46) -» (48). Man merke hierbei die Bezeichnungen:

—_— A ‘

Ek/k = Ek- = Filterungswert

£k+1/k= %k+1/k = 1-Schritt-Pradiktionswert
zk/k = X = Covarianz in der Filterung

X 1/ Covarianz in Prddiktion
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Entw1chlung von Rekursionsgleichungen fiir die 1-Schritt-Pradiktions-
werte:

Wir wollen jetzt Rekursionsgleichungen‘fﬁr die Pradiktionswerte

Xk+1/k und xk/k 1 sowie fiir die Varianzen Xk+1/k und Xk/k > ent-
wickeln. =

Aus Gleichung (46) gilt:
% +a = X = ¢ (g' £ 48 ) + G
B e * S B = Harfie = Bl Bt Gl )t Gomy *

+ § K Iy, - (9, 1"1: 1* Sy Y q)

und aus Gleichung (93) gilt:

Zﬁ<+1/k = O -;—-Ek/k-l * Syt ikl-{-k[xk" B gk/k-ij

it
A=

Ay =, it = .
Fie+1/k X fr1 * G B v K Dy- Beox s ] (102)

¥*

ol o= & K =9 ¢ /x Hk ~k

-1

Fiir die Kovarianzmatrizen gilt aus Gl.(96):

Keie = B L /x 9—12 N

Gleichung (48) lautet:

-1 | i Tl _
-}—(k/k - (Ek- * -‘111:—1 -}%{—1/1:-1 _k-l) o Xy Iy ¢
—}91:}1:- * -Iii Vkl-g-k : (103)

Durch Anwehdung des Inversionslemmas auf Gl.(103) ergibt sich:

ST T wd ‘ '
X/ = Fcfue1m Fe/r- 18 B X fre-aBie ¥ M) TEE /g (104)
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Jetzt durch Multiplikation von (10%) von links mit Q_k, von rechts
mit Qi , und dann Addition von W, entsteht:

by Xepe By + Wy =

V.

= Xr1/x" Qk (X i1 zk/k-1ﬁilﬂk5k/k~1ﬁi+!£1)Ekzk/k-1jgi_+ LN

(105)

Gl.(102) und (105) sind die gewiinschten Rekursionsgleichungen.

‘
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g

Bestimmung des Fehlers Eieat :

Es sei

~ A
st T F;err T Exst
= 9oz + G oy o+ Qk -G ow - KDy --k+1(-§)-1 x G w )] =

A ;i -
= Qk(zk— Ek) * ﬂk - §k+1[xk+1- Ek+1(gk Ek “ gk'Ek)] -

i

N
(B - K, B0 G -x) +xl-K v,

Dann ist sofort zu sehen, daB es gilt:

Eizﬁc+1/lo~k+1} = B ' : ' (106)

Das heiBt die Schatzungen x sind BIAS frei. Verschiedene andere

k+1
Figenschaften des Filters lassen sich leicht mit ahnlichen Rechen-
gangen entwickeln. Oben ergibt sich die Rekursionsgleichung fir die

~ ~
Fehler(§k+1, X

a1 = B - BoogBag) W x v - KBy vy - (107)

Aus dieser Gleichung wird auch leicht die Varianz des Fehlers

L(~ T ~ | |
E L?—{k-i»l He+1 / 10—-»1{-0-1} = 2-<k+1 ' (108)

in Abhangigkeit der Verstarkung des Filters K

s § berechnet. Dabei

zeigt sich, daB fiir die optimale Verstirkung

L Hk+1 -k+1

jede gqguadratische Form

-~ =K+l —

TX T HTHN |  09)

—k+1

Minimum wird. Man spricht von einer Schiatzung mit minimaler Varianz.
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